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jSo «oU ich denn mit saurem Sckweias 



Euch lehren, was ich gelbat nicht weis». 

Dieses Wort Faust's ist wohl Niemandem so sehr aus 
der Seele gesprochen wie dem , der über die wahre Natur der 
Elektricität vortragen will. Möge man daher dies bischen 
Poesie als Einleitung zu trockenen Formeln nicht mit allzu 
schelen Augen ansehen. 

Gauss soll einmal einem Freunde auf die Frage nach 
den Fortschritten einer dringenden Arbeit geantwortet haben: 
„Alle Formeln und Resultate sind fertig, nur den Weg 
muss ich noch finden, auf dem ich dazu gelangen werde." 
Ich glaube nicht, dass Gauss dies gesagt hat, er war 
nicht so aufrichtig; gedacht hat er es gewiss oft. Anders 
Maxwell; er schildert uns genau, zu welchem Zwecke er 
die sechseckigen Aetherzellen, die in den Zellwänden be- 
weglichen Friktionsrollen und alle anderen Embleme seiner 
ersten Theorie, die er einmal selbst somewhat awhward nennt, 
erfand; er erzählt, welche ihm die meiste Mühe machten 
und wie er damit zu den Formeln gelangte, deren Gewalt 
Hertz in seinem Heidelberger Vortrage so gut charakte- 
risirt. Später gab er wohl eine einfachere Begründung 



IV Vorwort 

seiner Formeln; allein ein Weg, welcher in allseitig be- 
friedigender Weise dazu führt, ist noch heute nicht ge- 
funden. 

Kein Wunder daher, dass sich zur Fortfuhrung des 
Baues nun die Eärmer einfinden. Ein solcher Eärmer, ' 

dem die Aufgabe ward, den Weg zum Gebäude zu ebnen, 
die Fagade zu putzen, vielleicht auch dem Fundamente 
noch den einen oder anderen Stein einzufügen, will ich sein, 
und ich bin stolz darauf; denn gäbe es keine Kärrner, 
wie möchten wohl die Könige bauen? 

Drei Dinge musste ich da vor allem , wollte ich meinen \ 

Zweck erreichen, anstreben: Klarheit, Anschaulichkeit und 
Kürze. Die erstere wurde dadurch wesentlich erleichtert, i 

dass ich von der von Helmholtz ausgebildeten Theorie 
der cyklischen Bewegungen den ausgedehntesten Gebrauch 
machte. Im Interesse der Kürze liess ich die Betrachtung 
inhomogener und anisotroper Körper fast ganz bei Seite. 
Ich lasse mir gerne den Vorwurf gefallen, dass dadurch 
die Allgemeinheit und Formvollendung verlor, wenn es mir 
dafür gelang, ein beschränktes Gebiet recht deutlich zu 
machen ; denn wer in einem solchen vollkommen klar sieht, 
der hat dann sicher ausreichendes Rüstzeug zur Leetüre 
der Originalabhandlungen, die ja durch dieses Buch nicht 
erspart, nur erleichtert werden soll und von denen man die 
wichtigsten am Schlüsse zusammengestellt findet. Uebrigens 
hoflfe ich, das hier Versäumte in späteren Fortsetzungen 
dieser Vorlesungen nachholen zu können, wo auch die 
älteste Maxwell' sehe Theorie , die elektromagnetische 
Theorie der Dispersion, Polarisation, Doppelbrechung und 
Drehung der Polarisationsebene des Lichtes, sowie der 
Hertz 'sehen Schwingungen behandelt werden soll. 

Ich habe es auch nicht verschmäht, durch viele Figuren, 
Zusammenstellungen, Marginalien etc. der Anschauung und 



Vorwort. -V" 

Uebersicht nachzuhelfen und bin dem Herrn Verleger für 
die Geduld und das Geschick dankbar, womit er meinen 
darauf bezüglichen Wünschen entgegenkam. 

Eins noch scheint mir nicht unwerth der Erwähnung. 
Ich habe mich überall genau an die, übrigens auch sehr 
bequeme Bezeichnung Maxwell' s gehalten. Man glaubt 
kaum, wie sehr das gleichzeitige Studium zahlreicher Ab- 
handlungen durch den rein äusserlichen Vortheil einer 
wenigstens im Allgemeinen eingebürgerten einheitlichen 
Bezeichnung gefördert wird; wenn die Begriflfe noch ein 
wenig schwanken, wie hier, ist dieser Vortheil sogar noch 
grösser, da die einheitliche oder ähnliche Bezeichnung 
immer Veranlassung zur Abgrenzung der Begriffe und 
Vergleichung der Definitionen verschiedener Autoren wird. 
Dies beweisen am besten die Schwierigkeiten, die man 
beim Entwurf einer vergleichenden Tabelle der verschie- 
denen Bezeichnungen, eines „Schlüssels**, wie ich mir 
selben zu meinem Privatgebrauche anfertigte und ihn am 
Schlüsse des Buches ebenfalls beifüge, findet, und die 
dieses ohnedies sehr unzureichende Surrogat der einheit- 
lichen Bezeichnung noch werthloser machen. Ich bitte 
daher alle künftigen Schriftsteller auf diesem Gebiete 
meinem Beispiele folgend, wenigstens im Grossen und Ganzen 
zu den Bezeichnungen Maxwell's zurückzukehren und wäre, 
wenn durch vorliegendes Buch nichts als dies erreicht würde, 
schon mit dem Erfolge meiner Arbeit zufrieden. 

Dass es mir trotz meiner Bemühungen nicht gelungen 
ist, überall ganz den Sinn Maxwell's zu treffen und alle 
Dunkelheiten aufzuhellen, weiss ich selbst am besten (vide 
Motto !). Ich wünsche nichts, als dass der Theorie zum Gewinn 
recht bald recht Vieles verbessert werde, ja dass bald die 
Zeit komme, wo ein neuer Schritt in unserer Kenntniss 
des Wesens der Elektricität gethan wird und Niemand 
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Erste Vorlesung. 

Einleitung; Lagrange's Bewegungsgleichungen. 



1. Die tägliche Erfahrung lehrt, dasswir den Bewegungs- Femioirkung 
zustand eines Körpers nicht beeinflussen können, wenn wir Medium? 
denselben nicht entweder direkt berühren, oder uns wenig- 
stens durch eine, die Einwirkung tibertragende Brücke (ein 
Zwischenmedium) in Gestalt eines Fadens, einer Stange 

oder selbst nur des Hauches unseres Mundes mit ihm in 
Verbindung setzen. Als man daher zuerst Magnetpole und 
später elektrisirte Körper aus gewissen Entfernungen auf 
einander wirken sah, konnte man sich dies nicht anders 
denken, als dass die Wirkung durch ein Zwischenglied, 
etwa eine feine, von den Körpern ausströmende Flüssigkeit, 
übertragen werde. ^) 

2. Es ist bekannt, auf wie hartnäckigen Widerspruch 
Newton bei Aufstellung seines Gravitationsgesetzes stiess. Newum. 
Newton selbst neigte der Ansicht zu, dass die Femwir- 
kung zwischen den Bümmelskörpem durch ein Medium über- ^^ \ 
tragen werde; allein er unterliess es, uns irgend etwSs* 
N^eres von seiner -Ajisiciit über die Beschaflfenheit dieses 
Mediums mitzui£eilen, treu seinem Gi^ndsa^e: hypotheses 

non fingo.**"! 

3. Erst später vergass man hierauf und schrieb wohl 
'^?'den Namen Newton 's auf das Banner der Theorie der un- 

venmttelten Fernwirkung. Dies kam so: die Femwirkungs- 
theorie errang Triumph auf Triumph; nebenbei wurden zwar 
beständig Hypothesen über, ^,die Natur eines etwa sie ver- 
mittelnden Mediums allifgestellt ; allein diese hatten keinen 

*) Gilbert, De nKignete etc, London 1600, liberll. cap. III u. IV. 

Boltzmann, Vorlesungen. \ 
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nennenswerthen Erfolg. Selbst Goethe interessirte sich 
für die Frage (vgl. ein bekanntes Gedicht Yon ihm). Da 
gelangten die namhaftesten Forscher endlich zu der An- 
sicht, das Medium sei wohl überhaupt überflüssig imd die 
Wirkimg erfolge direkt ohne alle Vermittelung in die Feme. 

Femwirkende 4. Da die Gcsetzc der magnetischen und elektrischen 
kraft. Elrscheinungen ganz denselben Grundtypus zeigen wie das 
Gravitationsgesetz , so war es selbstverständlich, dass man 
auch diese Erscheinungen einer direkten Femwirkung zu- 
schrieb, ja Navier, Poisson,- Cauchy und viele Andere 
versuchten auch die Molekularkräfte nach demselben Schema 
zu erklären; nur setzten sie hierbei an die Stelle derNewton'- 
schen Funktion der Entfernung, da diese hier doch nicht all- 
gemein auszureichen schien, meist eine andere, gewöhnlich 
unbekannt gelassene Funktion der Entfernung. Namentlich 
in Deutschland und Frankreich basiren die meisten neueren 
Abhandlungen und Lehrbücher auf diesem Grundgedanken, 

Weber, Zoll- der durch Wilhelm Weber zur höchsten Vollendung 
"*'^* gebracht wurde. Am energischsten vertrat Zöllner die 
Ansicht, dass das von Weber modificirte Newton'sche Fem- 
wirkungsgesetz der wahre Schlüssel zur Erklärung der ge- 
sammten Natur sei. Ja mehr oder minder haben wir alle 
die Ideen von den direkt in die Feme wirkenden magne- 
tischen und elektrischen Fluiden gewissermassen mit der 
Muttermilch eingesogen. 

5. Da ging gerade von England, dem die eigentliche Ba- 
sis der Femwirkungslehre entstammte, auch wieder die Ge- 
Faraday, geuströmuug aus. Faradaj hatte sein ganzes Leben hin- 
Maxweu. durch uio an eine unvermittelte Femwirkung geglaubt ; Sir 
William Thomson entwickelte dessen Ideen weiter, bis Max- 
well aus denselben eine Theorie der magnetischen und elek- 
trischen Erscheinungen schuf, welche unbeschadet der grossen 
Verdienste seiner Nachfolger doch wohl mit Recht für im- 
mer die Maxwell'sche Theorie genannt werdeo wird. 

Fortpftan- 6. Es mag uoch erwähnt werden , dass nicht lange nach 

ohneMedium, Maxwcll auch Gauss, Biemann, Lorenz, Karl Neu- 
mann und Edlund sich dessen Ideen näherten, indem sie 
annahmen, dass die Femwirkung Zeit zu ihrer Fortpflanzung 
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brauche, was doch wohl nur erklärlich ist, wenn sie durch 
ein Medium übertragen wird. Allein da sie bloss diese 
zur Fortpflanzung nothwendige Zeit, sonst aber das Medium 
in keiner Weise berücksichtigten, so mussten nothwendig 
ihre Theorien an innerer Consequenz hinter der Maxwell's 
weit zurückbleiben. Auch Hankel's mechanische Theorie 
der Mektricität ist noch zu erwähnen. 

Die Theorie Maxwell's ist den uns zur Gewohnheit 
gewordenen Ideen so diametral entgegengesetzt, dass wir zu- 
erst alle unsere bisherigen Anschauungen von dem Wesen 
und der Wirksamkeit der elektrischen Kräfte hinter uns 
werfen müssen, ehe wir in ihre Pforten eintreten. 

7. Um philosophische Spekulation und naturwissen- Noch einmal 
schaftliches Denken nach allen Richtungen in der gebüh- 'larkräfte. 
renden Weise auseinanderzuhalten, sei noch bemerkt, dass 

aus den Erfolgen, welche die Maxwell'sche Theorie in der 
neuesten Zeit errungen hat, wieder umgekehrt in keiner 
Weise ein Schluss gezogen werden kann, ob die Wirkung 
je zweier benachbarter Moleküle auch nur bei unmittelba- 
rer Berührung eintritt, oder ob es Kräfte giebt, die in mo- 
lekulare Distanzen femewirken. Bloss die direkte Fem- 
wirkung in Distanzen, die gross gegenüber den Molekular- 
entfemungen sind, wird für magnetische und elektrische 
Kräfte und daher wohl auch für die Gravitation unwahr- 
scheinlich gemacht. 

8. Schon lange bevor Galvani das erste Mal Zuckun- wir hetrach- 
gen eines Froschschenkels durch Elektricität bemerkt hatte, vanitmw vor 
war eine grosse Zahl von Phänomenen aus dem Gebiete der eukM^t' 
sogenannten Beibungselektricität bekannt. Es erscheint uns 

daher beim Entwürfe einer Theorie ebenfalls am natürlichsten, 
von der Reibungselektricität auszugehen; aber es ist kaum zu 
leugnen, dass dieser Grund doch ein mehr äusserlicher ist; 
jedenfalls kann auch der Versuch unternommen werden, den 
umgekehrten Weg einzuschlagen, wie es sogar schon bei 
Experimental- Vorlesungen über Elektricität und Magnetis- 
mus besonders flir Elektrotechniker, denen die Reibungs- 
elektricität femer steht, versucht worden ist. 

1* 
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9. Wir setzen also yorans, dass wir noch nicht die min- 
deste Eenntniss iigend einer magnetischen oder elektrischen 
Erscheinung haben, am allerwenigsten etwas yon einem 
i.Erfah- elektrischen oder magnetischen flnidnm wissen. Da ma- 
fBxidenx ei. chcn wir dic Elrfahrang , dass ein Metalldraht durch yer- 
schiedenartige Ursachen in einen eigenihflmlichen auffallen- 
den Zustand yersetzt werden kann, welcher sich dadurch 
äussert, dass im Drahte fortwährende Wärmeproduktion 
stattfindet, die sich bis zum Selbstleuchten desselben stei- 
gern kann; dass er Eisenfeile festzuhalten, wenn er zer- 
schnitten und beide Schnittflächen gleichzeitig mit unserem 
Körper in Berührung gebracht werden, die Nenren zu er- 
regen yermag und vieles Andere. Wir sagen dann, in dem 
Drahte fliesse ein elektrischer Strom; ein Ausdruck, der aber 
selbstverständlich rein bildlich zu nehmen ist, da wir nicht 
im Mindesten an ein wirkliches Fortströmen von etwas Ma- 
teriellem denken wollen. 

jffiS^'JSK' ^^* ^^^ ^^® ®^® Hypothese machen wir, dass irgend 

Natur etektr. eluc Bcwcgung, übcr dcrcu Natur wir uns aber jeder weite- 
ren Aussage enthalten, die Ursache dieser eigenthümlichen 
Erscheinung sei. Diese Bewegung, von der wir voraus- 
setzen, dass sie den allgemeinen Gleichungen der Mechanik 
gehorcht, kann theilweise im Innern des stromführenden 
Drahtes ihren Sitz haben, theilweise muss sie sich aber 
auch auf das umgebende Medium (Aether, andere Körper) 
erstrecken, weil sonst eine scheinbare, durch das Medium 
übertragene Femwirkung nicht denkbar wäre. 



9. Er- 11. Wo in einem Systeme von Körpern eine Bewegung 

(tiTmrö!^* stattfindet, verändert sich in der Begel die räumliche Lage 
när^. ^ oder auch sonst der Zustand dieser Körper fortwährend. 
Hier ist dies jedoch nicht der Fall oder braucht wenig- 
stens nicht der Fall zu sein. Drähte können Stunden, ja 
Tage lang von einem vollkommen unveränderlichen Strome 
durchflössen werden; die Lage, der Temperaturzustand , der 
Wärmefluss, der magnetische Zustand etwa in der Nähe 
befindlicher Eisenmassen, kurz alles für unsere Sinne Con- 
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statirbare bleibt dabei an jedem Punkte des Baumes voll- 
kommen unverändert.^) 

Es muss also die Bewegung, die wir uns als Ursache 
der beschriebenen Erscheinung denken , eine vollkommen 
stationäre sein, dergestalt, dass jedesmal, sobald ein Theil- 
chen seinen Ort verlässt, immer nach verschwindend kurzer 
Zeit wieder ein genau gleich beschaffenes, mit derselben 
Geschwindigkeit nach derselben Bichtung bewegtes Theil- 
chen an dessen Stelle tritt, so dass trotz der fortwährenden 
Bewegung an keinem Punkte des Baumes eine Veränderung 
wahrnehmbar ist. 

12. Eine solche Bewegung nennt Helmholt z eine cykein. 
cyklische. Wenn alle in einem Systeme von Körpern statt- 
findenden Bewegungen cyklische sind, so nennt Helmholt z 

ein solches System ein cyklisches, oder kurz ein Gykel. 

Als Beispiele derartiger Systeme seien hier angeführt: 
Ein fester Botationskörper, der mit constanter Geschwindig- 
keit um seine Umdrehungsaxe rotirt; mehrere derartige Bo- 
tationskörper, die durch Treibriemen gekoppelt sind; eine 
Flüssigkeit, welche stationär einen in sich zurücklaufenden 
Kanal durchströmt. 

13. Bäder mit Speichen oder Zähnen entsprechen un- untehte cy- 
serer Definition nicht vollkommen, können aber doch sls sed^unji^ 
„unechte Cykeln" bezeichnet werden, insofern die Abwei- 
chungen nur unwesentliche Dinge betreffen; ja selbst Ma- 
schinen, bei denen wie beim Kolben der Dampfinascüine 

hin- und hergehende, aber doch in kurzen Zetträumen pe- 
riodisch sich wiederholende Bewegungen vorkommen, dürften 
kaum ein von den Cykeln wesentlich abweichendes Ver- 
halten zeigen. 

Es wird daher wohl auch die noch wenig behandelte 



^) Dort, wo die Entstehongsorsache ihren Sitz hat, müssen frei- 
lich (mit Ausnahme der Molekularströme in permanenten Magneten) 
Veränderungen vor sich gehen; allein diese können so weit entfernt 
sein, dass sie auf den betrachteten Theil des Feldes keinen anderen 
Kinflnss haben, als dass sie den Strom treiben; zudem können sie 
auch zu den später zu besprechenden langsamen Veränderungen ge- 
hören. 



Koto ViifiMit. ^14. ISl 



iCHi^b;, 



Ikrhanäc der Cybieiii ixL di^ praktäsAeiL Xue&mciiUre 
7<m ^TitzoL ^<Hn £Ber ^iJb^ haboL wir es mit oner gsm 
amiereti. rem 'JLeoretiaclieiL Ampaubnur ^issdDbCTL xk tibm. 



l-L ^^y^ ich ^peeiell änf liie ICedhanik der Cyfcefai cm- 
<mhe. Hin»» ic!& eiiu2& BeniokiniesL über Aß B gwtggmg »- 

^faiüketL Sei «hu derartig«» beliebigie» SfstaiL vo& Kotpem 
gesehen: die Lage and der Zaständ aller Körper des Sj- 

^tem» >^ dnrdi j» independieite Yariable £^* ^ /« 

^r/Ciommea, beftti-mmt, Han. sagte dann, ia» System habe 
»-Freiheit'igrade imd bezeicimet die l als die a %tMMJ iien 
Coordinaten des Sy^tens. 

So hat ein matmell«- Pänkt einen Frcxhälsgradf 
wenn er ansackliessücfc auf an«- Linie^ dre, wem er frei 
im SafXQ» beweglich ist. ein beHei«^ im Bavme beweg- 
licher fester Korpo- hat sechs Freihälsgrade s. s^ £. 

15. Vir wolleii mit L die Kraft begejehaen» weldie 
irge nd eine der Coordinaten l ra Torgrossqn strebt, so dass 
die gesammte Arbeit, welche grieislet wird^ wenn jedes l 
um dl wächst imd weldie ^ich dem Zuwadise 9T der 
jebend igen Kraft T des System es fet. den W«th hat: 
1) 3A = ^L9L 

Im AUgemeinen lassen skb aUe Massen des Systems 
irgendwie mit n auf TiHgeschriebenen Cuxr&k bew^^chen 
Antriebspnnkten so Terbinden^- dass die aneimge Bewegung 
je eines dieser Antriebspimkte immer der alleinigen Ver- 
änderung je einer einzigen Variablen entspricht und 91 gleich 
dem Wege des betreffenden Antriebspunktes ist. 

So können bei einem frei bewq^cben materiellen Punkt 
dessen Projektionen auf die drei Coordinatenaxen als An- 
triebspunkte gewählt werden. Drei den Coordinatenebenen 
immer parallel bleibende Ebenen sind gezwungen, durch 
die drei Antriebspunkte zu gehen, der materielle Punkt 
selbst in jeder der drei Ebenen zu liegen. Bei einem um 
eine feste Axe drehbaren festen Körper ist ein Punkt des- 
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selben in der Entfernung eins von der Axe Antriebs- 
punkt u. s. w. 

Sollte unsere mangelhafte Kenntniss von dem Mecha- 
nismus des Systems dies nicht gestatten (wenn z. B. das 
System ein galvanisches Element enthielte und / die Elek- 
tricitätsmenge vorstellte, welche dasselbe seit dem Zeitan- 
fange passirt hat), so ist der Begriff 1/ gleich „Kraft, welche 
die Coordinate l zu vergrössern sucht", einfach als der 
Quotient SÄ: Sl zu definiren, worin SA die Arbeit dar- 
stellt, welche bei alleinigem Wachsthume der Coordinate^/ 
um Sl geleistet wird. Da die Arbeit immer etwas bestimmt 
definirbares. ist, so kann diese Definition niemals eine Zwei- 
deutigkeit involviren. 

16. Setzen wir voraus, dass wir es auch in diesem Lagrange's 

Bewegtmgs- 
Falle mit mechanischen Systemen zu thun haben, welche gieiehimgen. 

sich den allgemeinen Gleichungen der analytischen Mecha- 
nik fügen, so können wir noch immer trotz unserer Un- 
bekanntschaft mit dem eigentlichen Mechanismus des Sy- 
stems diese allgemeinen Gleichungen anwenden, welche 
Lagrange in die Form gebracht hat: 

"^^ ^"^ di dV ^ dl ' 

wobei T als Funktion der n Coordinaten l und deren Dif- 
ferentialquotienten /' nach der Zeit t ausgedrückt zu den- 
ken ist. 

dT'.dV sind die Grössen, welche man dieJMjaaßüJtß 
zu nennen pflegt^ wir wolleij sie kurz mit X bezeichnen, dem 
natürlich dann der Index der betreffenden Coordinate bei- 
zufügen ist. 

Bezüglich des Beweises der Gleichungen 2 verweise 
ich auf: Lagrange, Mech. analyt., 2. Theil, 4. Section; 
Thomson und Tait, Treat. on nat. phil. Vol. 1, part. 2. 
New ed. sect. 318, Gl. 24; dass. deutsch S. 282, Gl. 15; 
Maxwell, Treat. on Electr. Vol. 2, 2. ed., sect. 571; 
Jacobi, Vorlesungen über Dynamik, 8. Vorlesung, das auf 
Gleichung 7 folgende. 

Hier will ich bloss ihre physikalische Bedeutung, 



8 
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deren möglichst anschauliche Auffassung mir die Haupt- 
sache ist, an einem speciellen Beispiele erläutern, das uns 
übrigens in der Folge von Nutzen sein wird. 



Zweite Vorlesung. 

Mechanische Analogie des zweiten Hauptsatzes 

der Wärmelehre. 



Fig. 1. 



w 



Beupui. 17. Sei eine cylindrische Röhre (Fig. 1) mittelst einer 

Kurbel um ihre vertikal stehende Axe drehbar; dieselbe 

trage eine auf ihrer Axe senkrechte 
Stange, auf welcher eine Masse m von 
sehr kleinem Volumen verschiebbar 
ist. Von einem an der Masse befestig- 
ten Haken führe eine Schnur nach der 
Axe, und dann über eine passend an- 
gebrachte Rolle mit der Axe zusammen- 
fallend nach einer Schale S, auf welche 
ein Gewicht p aufgelegt werden kann. 
Alles sei reibungslos und bis auf die 
Masse m auch massenlos. Als allge- 
meine Coordinaten sollen die Entfer- 
nung r der Masse von der Axe und 
der Winkel l benutzt werden, um den 
das Rohr gegen eine gewisse Normal- 
lage verdreht erscheint. Setzen wir der 
Kürze halber die Winkelgeschwindigkeit 
V = w, so ist: 



o 




T = 

R = 
L 



mr'* . mr*w* 



+ 



2 ' 2 

.ff 
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' mr — mrw 
mr^w' + 2mrr'w. 
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Befindet sich der Eurbelgriff in der Entfernung 1 von der 
Axe, so kann man sich die Kraft L, welche den Winkel 
zu yergrössem sucht, direkt an der Kurbel in tangentieller 
Richtung wirkend denken. Die Kraft R sucht die Entfer- 
nung r zu vergrössem. 

18. Sei nun zu Anfang L = o und p halte der Centri- Mtdumueht 
fagalkraft genau das Gleichgewicht, so dass man also hat: »wtitm 

w' = r' = 0, p = mrw^, ((t^^Jf^^M^o^) 
ffierauf wirke eine Aussenkraft L auf die Kurbel, dieselbe 
sei jedoch so schwach, dass w' immer sehr klein bleibt, 
während w einen grossen Werth hat. Durch passende Ver- 
änderung von p kann bewirkt werden, dass sich r beliebig 
ändert. Dies soll so geschehen, dass auch r' immer sehr 
klein gegenüber rw und daher auch r" gegenüber rw^ bleibt; 
dann ist immer mit grosser Annäherung: 

p = — R = mrw^ 

Die während der Zeit dt in das System durch die Aussen- 
kraft L hineingesteckte Arbeit d Q wird theils auf Erhöhung 
der lebendigen Kraft mr^w^ : 2 des Systems, theils auf He- 
bung des Gewichtes p um das Stück dr verwendet. Es 
ist also 

3) dQ = — dfr^w^) + pdr = mr^wdw + 2mw^rdrj 
also: ^ •* ^ f V^ » «^.^ + ^V = ^ U)^V4 J. f^^'; 

4) -~ = dlognat (r^w^), 

also gleich einem vollständigen Differentiale. 

19. Wir können wie bei einem bekannten, mit der Kf^u- 
Centrifugalmaschine ausgeführten Schulexperimente diesen 
Mechanismus zur Arbeitsleistung benutzen. Wir denken 
uns zwei horizontale, vollkommen ebene und glatte Tisch- 
platten; die ebenfalls eben gedachte Schale S stehe anfangs 
im Niveau der unteren Tischplatte und es werde ohne Ar- 
beitsleistung ein Gewicht p von der Platte auf die Schale 
geschoben. Dann werde die Rotationsgeschwindigkeit durch 
Handhabung der Kurbel gesteigert, bis das Gewicht auf 
das Niveau der oberen Tischplatte gehoben ist, auf welche 



procettt. 
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es dann ohne Arbeitsleistung gesdioben woden kann. Bei 
genügender Verminderung derBotationsgeschwindigkeit sinkt 
dann die leere Schale wieder zum NiTean der unteren Tisch- 
platte herab und es kann ein zweites Gewicht in derselben 
Weise gehoben werden n. s. £ 

Man sieht, wie die dem Systeme zngefohrte lebendige 
lüaft zur Arbeitsleistang benatzt werden kann. Allein in 
der soeben geschilderten Weise wurde durch eine gegebene 
Zufahr von lebendiger Kraft nicht das Maximum von Arbeit 
geleistet werden. Ein Maximum von Arbeitsleistung er- 
halten wir aber, wenn wir einen aus vier TheUprocessen 
bestehenden Ereisprocess in folgender Weise ausfahren: 

Ertur Thtü' 20. Wir steckcu durch andauernde Wirksamkeit einer 

proetU' kleinen Kraft L die Arbeit Q^ in das System. Um diese 
in der vortheilhaftesten Weise auszunützen, wollen wir 
dabei von der Schale fortwährend sehr kleine Gewichte 
wegnehmen und so das Gewicht p fortwährend so abglei- 
chen, dass es immer bis auf verschwindend Kleines gleich 
der Centrifugalkraft — R ist. Der Ueberschuss der Centri- 
fugalkraft über p und die Grösse von L soll dabei fort- 
während so regulirt werden, dass die Schale in solchem 
Tempo steigt, dass die Hebungsarbeit immer genau gleich 
der hineingesteckten Arbeit ist, also die lebendige Kraft 
des Systems constant gleich T bleibt. 

zwtiur 21. Nun führen wir keine lebendige Kraft mehr zu, 

Thtii^^roet»», la^gggjj a^ijgj. ^JQ Schale noch fortwährend steigen, was durch 

sehr langsame Verminderung ihrer Belastung zu bewirken 
ist. Diese ist wieder so zu reguliren, dass p immer nur 
unendlich wenig hinter der Centrifugalkraft zurückbleibt. 
Da noch fortwährend Arbeit geleistet, aber keine mehr zu- 
geführt wird, so muss dies auf Kosten der im Systeme ent- 
haltenen lebendigen Kraft geschehen. Diese muss daher 
abnehmen und 

p=^2T:r 

muss, gleiche Zunahme von r vorausgesetzt, rascher wie 
früher abnehmen, da jetzt sowohl T abnimmt als auch r 
zunimmt. Dieser zweite Theilprocess soll fortgesetzt werden. 
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bis die lebendige Kraft des Systems auf den Wert T^ ge- 
sunken ist. 

22. Durch Hemmung der Kurbel mittelst einer sehr Dritter 
geringen Kraft soll nun dem Systeme Arbeit entzogen wer- **^^^<'***- 
den. Dabei soll die Grösse der hemmenden Kraft und der 
XJeberschuss des Gewichtes p über die Centriftigalkraft 
(letzterer durch stetes Auflegen kleiner Gewichte) immer 

so regulirt werden, dass erstens beide unendlich klein bleiben 
und zweitens die Schale sich in solchem Tempo senkt, dass 
die hierdurch gewonnene Arbeit die lebendige Kraft des 
Systems constant erhält. Wir haben also für diesen dritten 
Theilprocess wieder 2T = mr^w^ = 2To = const. Wie 
lange dieser dritte Theilprocess fortzusetzen ist, finden 
wir am leichtesten in folgender Weise: Wir construiren 
auf dem Papiere eine Abscissenaxe OB, und eine Ordi- 
natenaxe W. Auf der ersteren tragen wir die Werthe des 
r, auf der letzteren die des w auf. Der Zustand des Sy- 
stems, von welchem wir im ersten Theilprocesse ausgingen, 
ist dann durch einen bestimmten Punkt, etwa P, dargestellt; 
der ganze erste Process durch ein Stück einer von P aus- 
gehenden gleichseitigen Hyperbel; der zweite Process durch 
ein Stück einer Curve, deren Gleichung r^w = const. ist, 
die sich also rascher als die gleichseitige Hyperbel asymp- 
totisch der Abscissenaxe nähert. Der dritte Process ist 
wieder durch ein Stück einer gleichseitigen Hyperbel dar- 
gestellt. Wir ziehen nun durch P eine Curve mit der Glei- 
chung r^w = const. ; wo selbe die zuletzt erwähnte gleich- 
seitige Hyperbel trifft, hat der dritte Theilprocess zu 
enden. 

Der gesammte Arbeitsbetrag, der dem Systeme wäh- 
rend desselben entzogen wurde, sei Qo- 

23. Nun wirke auf die Kurbel, wie beim zweiten Theil- vierter 
processe, keine Kraft; die Schale sinke langsam weiter und *<p^'"'***- 
die lebendige Kraft nehme zu, bis der Ausgangszustand 

des Systems, also der Punkt P, wieder erreicht ist. Fol- 
gendes Schema giebt eine Uebersicht über den gesammten 
Process: 
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,T==^' ' P = 



1. 'r'v* = eoDBt Qi eoiiBt = 7^ nimmt za : nimmt ab 



2. 



3. 



' n. bot gleichem 

r'w = eonsL NoU ' nimmt ab ninmitza i wachstiL ^on r 

I nacher ab 



r'ir' = const, — Q« lconBt=T« nimmt ab | nimmt zu 

I ! ' 



4. : r*w = eaost Null , nimmtm 'nimmt ab j j^ani^g]. zu. 



Bertdumitg 24. Während aller vier Processe zusammen worden 

tm Arbeu. theils Gcwichte gehoben, theils wieder gesenkt; da aber der 
erstere Voi^ang durchschnittlich bei grösserer Gentrifugal- 
kraft Yor sich ging als der letztere, so wurden im Ganzen 
mehr Gewichte gehoben als gesenkt, daher Arbeit geleistet. 
Die im Ganzen geleistete Arbeit ist, da wir es mit einem 
Ereisprocesse zu thun haben, Q^ — Ql. Nun sahen wir aber, 
dass dQ : T ein Yollstandiges Differential ist, integriren wir 
dieses über alle'yier TheUprocesse, so ergiebt sich: 

Ol ^ G. ^ Qi—Q. 

Wir brauchen nur statt r zu sagen „Volum", sjÄtt p 
„Druck", statt T „Temperatur*', statt Q „zugefiihrte Warme", 
so haben wir den Carnot' sehen Process. 
NiOitumkehr. 25. Die Aualogic geht natürlich noch weiter. Es wird 

processe, z. B. nicmals exakt p = mrw^ sein können^ da ja sonst die 
Wagschale niemals in Bewegung kommen könnte, vielmehr 
muss, wenn r zunehmen soll, p kleiner, wenn es abnehmen 
soll, grösser als die Centrifiigalkraft sein. Setzen wir 
daher 

p = mrw^ — €, 

so muss € immer mit dr gleich bezeichnet sein. Man erhält 
also genauer an Stelle der Formeln 3 und 4 die folgende 

^=tZlognatrrW;-l|^. 
Da nun sowohl T als auch das Produkt edr immer positiv 
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ist, so liefert dQ : T über einen geschlossenen Prozess in- 
tegrirt allezeit etwas Negatives. 

Freilich würde sich das hier geschilderte System nur 
mit einem Gase decken, für welches das Verhältniss der 
Wärmecapacitäten gleich 3 wäre, was einträte, wenn sich 
die Moleküle desselben statt im Baume nur in einer Ge- 
raden bewegen würden, an deren beiden Enden die Druck- 
kraft p wirkte ; auch würde die Labilität des Gleichgewich- 
tes stören, was aber durch Gebrauch von Federspannungen 
an Stelle des hier der Einfachheit halber angewandten Zu- 
ges von Gewichten vermieden werden könnte. Ich kann 
selbstverständlich hierauf nicht weiter eingehen und muss 
auf die zahlreichen einschlägigen Arbeiten von Eankine, 
Helmholtz, Clausius, mir und Anderen verweisen, welche 
ziemlich vollständig zusammengestellt sind in meiner Ab- 
handlung Gott. Nachrichten vom 24. April 1886. Vgl. 
auch Kronecker's Journal Bd. 98 S. 68 und Bd. 100 
S. 201. 

26. Diese Digression geschah übrigens nicht bloss in du Theorien 
der Absicht, die allgemeinen Lagrange'schen Gleichungen sader d^ 
an einem Beispiele zu erläutern, sondern sie sollte auch ^'^^^^ 
noch das Wesen der Theorien, mit denen wir uns jetzt be- 
schäftigen, überhaupt klar legen. 

Diese Theorien beanspruchen keineswegs von Hypo- 
thesen auszugehen, welche sich mit der wahren Beschaffen- 
heit der die Natur aufbauenden ürelemente und ürkräfte 
vollkommen decken, sondern bloss von Mechanismen, deren 
Wirkung mit dem Spiele der Naturerscheinungen in der 
einen oder anderen Beziehung eine grosse Analogie haben. 
Je umfassender und schlagender diese Analogie, desto 
brauchbarer natürlich auch der betreffende Mechanismus. 
In diesem Sinne ist der Ausdruck Maxwell's dynami- 
cal illustration ^) zu verstehen. 

Verzichten wir daher auch einerseits auf Constructionen, 
die sich vollkommen mit der Natur decken, so haben wir 



^) Maxwell, A dynamieal theorie of the eleetromagnetie 
Scient. pap. vol. I, pag. 537. Roy. Soc. tr. vol. 55. 1865. 
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andererseits wieder den Yortheil, mit klar definirten mecha- 
nischen Systemen zu operiren, deren Gebrauch namentUch 
von grossem heuristischen Werthe ist, wie gerade die Max- 
well'sche Elektricitätstheorie beweist Die Mechanismen 
werden in späteren Zeiten wohl durch brauchbarere ersetzt 
werden, aber das durch sie zur Anschauung gebrachte All- 
gemeine, ihnen und den Naturvorgängen Gemeinsame wird 
auch in jeder späteren Theorie bestehen bleiben. 

Beim Lichte betrachtet ist unser Standpunkt vielleicht 
nicht einmal so wesentlich yon dem der alten Theorien ver- 
schieden. Ein aus elastischen Kugeln zusammengesetztes 
Gas, ein sechseckiger oder tetraedrischer Benzolkem sind 
doch wohl auch mechanische Analogien, dynamische Illu- 
strationen. Der Unterschied besteht vielleicht nur darin, 
dass wir uns des sinnbildlichen Charakters unserer Theorie 
klarer bewusst sind. 



Dritte Voriesung. 

Bewegungsgleichungen für Cykeln; Beispiele. 



speeiaiu 27. Wir wollen jetzt nachsehen, wie sich die allge- 

Qieiehungen mciuen Gleichungcu 2 modificiren, wenn wir speciell vor- 
aussetzen, dass das betrachtete System ein cyklisches sei. 
Das Charakteristische jeder cyklischen Bewegung besteht 
darin, dass an Stelle jedes Theilchens, das seinen Ort ver- 
lässt, sogleich ein gleichbeschaffenes, gleichbewegtes tritt, 
so dass sich der Zustand des Systems während der Be- 
wegung in keiner Weise verändert. 
cymäche 28. Wir bezeichnen l als eine cyk lische Coordinate, 

wftnn deren Veränderung eine derartige cyklische Bewegun g 
darstellt : wenn also während der Veränderung von l der 
ganze Zustand des Systems, daher auch jedenfalls die in 
demselben enthaltene lebendige Kraft keinerlei Aenderung 
erleidet. Daraus ist zu schliessen, dass, wenn / eine cy- 
klische Coordinate ist, der Werth von T nicht Funktion von 
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l sein darf; wohl aber kann und wird er im Allgemeinen V 
enthalten, da ja die lebendige Kraft um so grösser sein 
wird, je rascher die cyklische Bewegung vor sich geht. 

Der Zustand eines Gykels kann im Allgemeinen durch 
eine beliebige Anzahl solcher cyklischer Coordinaten be- 
stimmt sein. Wären sonst gar keine Coordinaten vorhanden, 
so könnte der Zustand des Systems überhaupt gar nicht in 
einen anderen übergehen, da er sich bei keiner Verände- 
rung irgend einer cyklischen Coordinate verändern darf. Langsam ver- 

29. Ausser den cyklischen Coordinaten soll also der cJ^cUnaten. 
Zustand des Systems noch durch andere bestimmt sein, 
welche Helmholtz die langsam veränderlichen Coordinaten 

oder kurz die Parameter nennt, da sie eine Aehnlichkeit 
mit den bei der Methode der Variation der Constanten, bei 
Aufsuchung der einhüllenden etc. vorkommenden veränder- 
lichen Parametern haben. Diese Parameter haben nicht 
die Eigenschaft der cyklischen Coordinaten, dafür aber sollen 
sie sich so ausserordentlich langsam verändern, dass ihre 
Differ^tialquotienten^nach der Zeit vernachlässigt werden 
können; dass also, wenn man diese Parameter mit k be- 
zeichnet, die lebendige Kraft zwar die k selbst, aber nicht 
deren Ableitungen nach der Zeit k' enthält. 

30. Man kann daher schreiben: Der ztutand 

5) T == J(k, §). von k und V, 

Es ist eine weitere Folge der langsamen Veränderlich- 
keit der /:, dass während eines längeren Zeitraumes die A; * 
als constant betrachtet werden können, so dass während 
dieses Zeitraumes die Bewegung als eine cyklische betrachtet 
werden darf; erst nach längerer Zeit nehmen die k allmäh- 
lich andere Werthe an, so dass die Bewegung jetzt wieder 
eine cyklische ist, aber mit etwas veränderten Werthen 
der Parameter. Während also die V gross sind, so sind 
die l" klein von derselben Ordnung, wie die k\ 

Als Erläuterung möge das in der vorigen Vorlesung 
behandelte Beispiel gelten. Da war l eine cyklische Coor- ^--^i^K 
dinate, bei deren rascher Veränderung sich der Zustand 
des Systems nicht ändert; r dagegen wurde als langsam 
veränderlicher Parameter vorausgesetzt, so dass die Ge- 



Bewegung»» 
gleiehungen 
für CyJceln. 
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schwindigkeit r' verschwindet, aber die cyklische Botations- 
bewegung des Systems bald. bei kleineren, bald bei grösse- 
ren Distanzen der Masse m von der Drehungsaxe vor sich 
geht. T war Funktion von V und r. In ganz analoger 
Weise denken wir uns, dass auch die Volumveränderungen 
warmer Körper sehr langsam gegenüber der Mblekularbe- 
wegung, welche wir Wärme nennen, die sichtbaren Be- 
wegungen der Stromleiter und Magnete sehr langsam gegen- 
über den Bewegungen, welche wir Elektricität nennen, vor 
sich gehen. 

31. Wir können jetzt ein Cykel auch definiren, als 
ein solches System, welches keine anderen als cyklische 
und langsam veränderliche Goordinaten enthält, und erhalten 
mit Bücksicht auf die Gleichung 5 aus unseren allgem^nen 
Bewegungsgleichungen 2 für Cykeln die nachfolgenden Be- 
wegungsgleichungen : 

worin K und L in oben definirtem Sinne die Kräfte sind, 
welche einestheils die langsam veränderlichen Coordinaten 
k, anderentheils die cyklischen Coordinaten l zu vergrössem 
streben. 



Sind aue ein. 32. Da bei der partiellen Differentiation die Grössen- 

vemacme* orduuug der Glieder im Allgemeinen verändert wird, so 
^güZdetf können Zweifel entstehen, ob nicht hierbei Glieder von 
derselben Grössenordnung wie die Ausschlaggebenden ver- 
nachlässigt worden sind; daher scheinen die folgenden Be- 
trachtungen zur Zerstreuung derartiger Zweifel nicht ganz 
überflüssig. 

Wir nehmen an, die langsame Veränderlichkeit jedes 
der k soll dadurch ausdrückbar sein, dass wir k=^f(e.t) 
setzen, wobei f(x) eine sammt ihren Ableitungen endliche Funk- 
tion des endlichen Argumentes x, s aber eine sehr kleine 
Grösse ist. In gleicher Weise soll die langsame Veränder- 
lichkeit von V dadurch ausdrückbar sein, dass V = g(^, t) ge- 
setzt wird, wobei g und f dieselben Eigenschaften wie f 
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und e haben. Natürlich ist dann l selbst sehr gross, was 
aber nicht schadet , da l sejbst in den Gleichungen nirgends 
vorkommt. 

T ist eine homogene Funktion zweiten Grades von Ä' 
und f, deren Coefficienten bloss Funktionen der k sind. Es 
soll AJc^ ein Glied repräsentiren , welches das Quadrat 
eines ä' oder ein Produkt zweier k' enthält. In gleicher 
Weise sei CV^ ein Glied, welches ebenso bezüglich l be- 
schaffen ist, und endlich Bk'l' ein Glied, welches ein Pro- 
dukt eines k' und eines T enthält. Die Coefficienten A, B, C 
sind Funktionen der k und sollen endlich sein , sowie auch 
ihre partiellen Ableitungen nach diesen Grössen, welche 
wir symbolisch durch A!, B . . , ausdrücken. Der vollständige 
Ausdruck für K wäre: 

dt dkf dk ' 
Wir bezeichnen den ersten Addenden dieses Ausdrucks mit I, 
den zweiten mit 11. Solche Glieder, welche die Differen- 
tiation von: 

Ak'^, Bk'V oder GV^ 
in I liefert, sollen mit J«, h resp. i« bezeichnet werden 
und analoge Bedeutungen sollen 77«, 77^, 77« haben. 

Dann ist, wenn man Glieder von gleicher GrÖssenord- 
nung der Kürze halber einfach einander gleichsetzt: 

7^ = ^i^ = k'^A! + K'A = 6», 

wobei die letzte Gleichung lediglich ausdrücken soll, dass 

beide Glieder von der GrÖssenordnung 6* sind. Ebenso er- 

giebt sich 

77a = Äk'^ = 6«, 

75 = Bk'V 4- 5^' = 6 + f. 
II,=-Bk'V=e, L^o, 
wogegen He = G'V^ endlich ist, welches Glied eben allein 
den in Gleichung 6 vorkommenden Werth für K liefert. 
Da das undifferentürte l nirgends vorkommt, so ist 

dt dV ' 
Die Glieder von der Form Ak'^ liefern in diesen Ausdruck 
nichts, ein Glied von der Form Bk'V soll 7Z76, ein Glied 

Boltzmann, Vorlesungen. 2 
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von der Form Cl'^ aber IIIc liefern, dann ist, wenn wieder 
das Gleichheitszeichen nur Gleichheit der Grössenordnung 
ausdrückt , 

lü, = Ck'v + er = 6 + f. 

Es ist also L unendlich klein , wie vorauszusehen war und 
alle anderen Glieder verschwinden unter allen Umständen 
gegenüber IIIc, welches gerade auch die in Gleichung 6 
aufgenommenen Glieder darstellt. 

Die sowohl ä' als V enthaltenden Glieder würden zu 
ganz eigenthümlichen, bisher noch nicht entdeckten Erschei- 
nungen Veranlassung geben, denen Maxwell in seinem 
Treat. on Electr. 2. Edit. Vol. 2, sect. 574, deutsch pag. 
263, eine längere Betrachtung widmet. 



Monocykün. 33. Der cinfachstc Fall ist der, dass nur eine einzige 

cyklische Coordinate vorhanden ist. Es ist dann die Lage 
sämmtlicher Theile des Systems, abgesehen von den lang- 
sam veränderlichen Coordinaten, nur noch durch die Lage 
eines einzigen Antriebspunktes bestimmt, welche wiederum 
durch eine einzige cyklische Coordinate l definirt ist. Ruht 
der Angriffspunkt, so ruhen alle Theile des Systems; be- 
wegt er sich mit einer gegebenen Geschwindigkeit /', so sind 
dadurch die Bewegungen aller Massen des Systems bestimmt. 
Natürlich sind dabei immer die Werthe der langsam ver- 
änderlichen Parameter als gegeben vorausgesetzt, welche 
ja stets während einer langdauemden Bewegung des Systems 
als constant betrachtet werden können. 

Das System, welches wir betrachten, kann dabei aus 
beliebig vielen beliebig miteinander und mit dem An- 
triebspunkte verbundenen Massentheilchen m^, m^, . , . . nip 
bestehen. Wir sahen, dass die lebendige Kraft T des Sy- 
stems nur Funktion von V und den Parametern k sein kann. 
Behält jedes Massentheilchen während seiner ganzen Be- 
wegung denselben Bewegungszustand, so werden auch die 
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Geschwindigkeiten v^, v^.,Vp der einzelnen Massentheilchen 
nur Funktionen von V und k sein. Nimmt ein bestimmtes 
Massentheilchen, während es fortwandert, verschiedene Ge- 
schwindigkeiten an, so ist doch jedenfalls die Geschwindig- 
keit, die an einer bestimmten Stelle des Raumes herrscht, 
nur Funktion von V und k, was bei Berechnung von T auf 
dasselbe herauskommt, da ja T eine über alle Massentheil- 
chen zu erstreckende Summe ist. 

Im Folgenden soll niemals in den Fällen, wo Para- 
meter vermittelst gewisser Bedingungsgleichungen eliminirt 
werden könnten, z.B. vermittelst der Bedingung, dass auf 
sie niemals eine Kraft wirkt ^), diese Elimination vorgenom- 
men werden, sondern sämmtliche langsam veränderliche Pa- 
rameter und auch die darauf wirkenden Kräfte sollen, selbst 
wenn letztere immer gleich sind, in den Gleichungen be- 
lassen werden; dann sind Fälle kaum denkbar, wo die Ge- 
schwindigkeiten Vy andere als lineare Funktionen der Ge- 
schwindigkeiten V sind, was natürlich ebenso für die später 
zu betrachtenden Fälle gilt, wo mehrere cyklische Coordi- 
naten vorhanden sind. 

Es scheint, dass die Voraussetzung jeder anderen nicht 
linearen Abhängigkeit zu mechanischen Ungereimtheiten 
führen würde. Sollte aber später doch einmal die Möglich- 2, Hypothese: 
keit von Bewegungen entdeckt werden, wobei die v nicht ^art Pumk- 
lineare Funktionen der V sind, so setzen wir jedenfalls vor- 
aus, dass die Bewegungen, welche zu den magnetischen 
und elektrischen Erscheinungen Veranlassung geben, nicht 
in diese noch ganz hypothetische Kategorie von Bewegungen 
gehören. Mit einem Worte, wir setzen: 

Vi = üiV, (i ^ 1, 2 , , . p) 

»•=1 
wobei die Coefficienten a selbstverständlich Funktionen der 
langsam veränderlichen Parameter k sind. Die Gleichung 
6 liefert dann: 



*) y. Helmholtz, Principien der Statik monocyklischer Systeme, 
Kroneker's Jonmal Bd. 97 S. 132. 
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{h = 1^2... fi). 



^SSwkeiSr ^^' U^ ^^^^ ^^® wahre Bedeutung dieser Gleichungen 

möglichst zu veranschaulichen, empfehle ich die Anwendung 
auf Beispiele und deute hier nur einige Verallgemeinerungen 
des in der zweiten Vorlesung gegebenen Beispieles kurz an. 
Die an dem rotirenden Rohre befestigte Seitenstange der 
Fig. 1 Art. 17, (-4 ein Fig. 2) sei nicht fest, sondern durch 
ein Gelenk Ä mit dem Rohre verbunden. Aehnlich sei eine 
zweite gleich lange Stange CE durch ein Gelenk E mit einer 

in der Axe der Röhre ver- 



Fig. 2. 



schiebbaren dritten Stange 
verbunden. Die beiden an- 
deren Enden der ersten und 
zweiten Stange endlich seien 
wieder durch ein Gelenk C mit 
einander verbunden (s. Fig. 2). 
Von der dritten Stange 
rage das Stück y aus dem 
Rohre hervor. Auf der ersten 
Stange gleite die Masse m, 
durch einen Faden wie in 
Fig. 1 gehalten, von dem ein 
Stück X aus dem Rohre her- 
ausragt. Hier ist wieder die 
Kurbel der Antriebspunkt. Die 
Winkeldrehung , oder , wenn 
man will, der Weg l der Kur- 
bel, ist die cyklische Coordi- 
nate, x, y sind die Parame- 
ter. Wir setzen voraus, dass 
die fixen Bestandtheile ein 
Trägheitsmoment J haben, während das des Fadens und der 
beweglichen Stangen verschwindet, sowie dass sich die Para- 
meter a;, y genügend langsam ändern. Dann ist: 

T=y(/+ mA, J^ = ä7[(«^ + wry], da^ = /+wir2 ist. 
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Die Kräfte, welche den Faden und die Stange aus der 
Röhre herauszuziehen suchen, sind: 

ox dy 

Bildet die erste und zweite Stange den Winkel 2a, so ist 
dr : dx = — cos a. Verschiebt sich das an die dritte 
Stange stossende Ende E der zweiten Stange um EE' = dy, 
so verschiebt sich dieProjection D ihres anderen Endes C auf 
die Axe umDU = dy:2, der Punkt Cum C0'= öt/:2cosa; 1 
der Mittelpunkt B der Masse M um BB = GC.(k — x):l = 
(k — x)dy:2}.Go%a, und die Entfernung r der Masse m von 
der Stange Wachstümer— —BB %iiia=^ — (k — x)tgady:2\ 
wobei A die Länge der ersten Stange ist, welche ebenso- 
gross wie die der zweiten Stange sein soll. Der Faden soll 
eine solche Gesammtlänge haben , dass sich flir a: = o die 
Masse m m G befindet. 

Da ausserdem r = (7, — aj^cosa ist, so erhält man: 

X = ml'^(k — x) cos^ of, Y = -^T- (A — o;)* sin a. 

Um noch einen Fall zu betrachten, wo auch m verän- 
derlich ist, communicire mit der vertikalen Röhre eine 
enge horizontale Röhre, und diese 
am Ende mit einem schlaffen 
Ballon. Die vertikale Röhre sei 
unten zu, oben mit einem ver- 
schiebbaren Kolben vom Flächen- 
inhalte f verschlossen, dessen Stiel 
um das Stück x aus ihr hervorragt. 
Sie wie die horizontale Röhre und 
der Ballon seien mit einer incom- 
pressiblen Flüssigkeit von der 
Dichte q gefüllt. (Siehe Fig. 3.) 
Dann ist dm = — Qfdx, daher 
die Kraft X, welche x zu ver- 
grössem strebt: 



Fig. 3. 
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tarn ä5* Eine litfarüsfr iiL«:ci}4rrkiiäetie Beveeims. derai In- 

jiPrM» i«r «te teiL^ität dTma 'iie AbLeirar.g än^r ebizES«! TjiidUeii nach 
der Zeit T«'>Llki:ainien c>e*;±3L:a.. iä«. est n^irli Maxwell ein 
in einem DraJire cirkulir^iiii-er eiek^risciiia' Strom. V misst 
die GeschwizLiiijSifceit der BewegicLS. wird also jedenfidls mit 
wachsender Strominren^itikt w^kchsen: L ist die Kraft, welche 
die monocrklische Bewe^im^ antreibt, wädist also mit wach- 
sender elektromotorischer Kraft. Die B e w e g un g findet theil- 
weise im umgebenden Aether, m«>giicherweise aach in um- 
gebenden Eisenmasaen etc. statt. Diese Bewegung in der 
Umgebung ändert sich« wenn der Draht seine Grestalt, die 
nmgebenden Eisenmassen etc. ihre Lage ändern nnd zwar 
sollen k die Parameter sein, welche die Gestalt, Lage des 
Drahtes, der Eisenmassen etc. bestimmen. 

Die Geschwindigkeit eines jeden im Drahte oder in der 
Umgebung befindlichen ponderablen oder inponderablen Mas- 
sentheilchens (resp. die Geschwindigkeit an einer bestimmten 
Stelle, durch welche Massentheflchen hindurchwandem), 
soll proportional V sein. Der Proportionalitatsfaktor aber 
wird von der Gestalt des Drahtes und der Lage der um- 
gebenden Körper, also von dem Werihe der Parameter ä 
abhängen. Die K sind die Kräfte, welche von aussen 
auf das System wirken müssen, um die Werthe von V und 
diesen Parametern constant, respektive gerade in der Weise 
langsam veränderlich zu machen, dass V und l" die in den 
Gleichungen angeftlhrten Werthe haben. 

ST sind also die ponderomotorischen Kräfte, welche bei 
den in den Gleichungen enthaltenen Werthen von W und 
/" von aussen auf den stromftlhrenden Draht und die um- 
gebenden Körper wirken müssen, —K die Kräfte, welche 
scheinbar durch die cyklische Bewegung (wie die Centri- 
fugalkraft durch die Kreisbewegung) erzeugt und denen die 
Kräfte -f- A' (Centripetalkraft) das Gleichgewicht halten. 
Kbonso sind L die Kräfte, welche unter denselben Be- 
dingungen von aussen wirken müssen. 

K^H^fiTHHiriK 86. Wir setzten bisher das System als firei von Be- 

»H.f<i«im. ^YOgungHhiudonÜ8seu voraus. Damit es einem elektrischen 
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Strome vollkommen analog werde, müssen wir auch solche 
einfuhren. 

Bewegungshindemisse, welche sich der Veränderung 
der k entgegenstellen würden, wären etwa Eeibung der 
Drahtstücke der Stromleitung oder benachbarter Eisenkörper 
bei einer sichtbaren Bewegung derselben und Aehnliches, 
wären also in die K einzubeziehen. Solche dagegen, welche 
der cyklischen Bewegung entgegenwirken und deren Ge- 
sammtbetrag wir mit W bezeichnen wollen, müssen expli- 
cit in die Gleichungen eingeflihrt werden. 

Sei Z/o die Kraft, welche thätig sein musste, wenn die 
Bewegungshindemisse fehlten und welche also durch Glei- 
chung 6 bestimmt ist, L„ aber die bei Thätigkeit der Be- 
wegungshindemisse noth wendige Kraft; so ist: 

Wenn man daher wieder den Index m weglässt, so erhält 
man beim Vorhandensein der Bewegungshindernisse an Stelle 
der Gleichung 6 die folgende: 

Bleibt die Stromintensität , die Gestalt des Drahtes und die 
Lage der umgebenden Massen, also V und dT:dV constant, 
so ist daher L = TT. Dann wird aber die elektromotorische 
Kraft durch das Ohm 'sehe Gesetz bestimmt. 

Würden wir also voraussetzen, dass L einfach der 
elektromotorischen Kraft, V der Stromstärke proportional ist, 
so müsste, um der Erfahrung zu genügen: 

TT = Z' X const. 
gesetzt werden. Wir müssten also annehmen, dass die Ge- 
genkraft der Bewegungshindernisse der Geschwindigkeit der 
Bewegung, also der Stromstärke proportional ist. Obige 
Annahme ist zwar die einfachste, über ihre Berechtigung 
kann aber nur durch Zuziehung weiterer Erfahrungsthat- 
sachen entschieden werden, welche am passendsten der 
Wechselwirkung zweier elektrischer Ströme entnommen 
werden. 



'2f ' «*r^ ' irr«9nK> '3T. 



Tkne 



*"•***• ST, Sei n^ü ei:: Sj^zeai s?^?bäi. las aas beliebig 

Ti^lfrn JfaA-»<ti:ljefl.'iii» h,. «, m, mh den Gesdurindig- 

kfrit^m rj , r, — r, h^zetL LKe P«>5hioa jedes Massen- 
th^iloben.% !iei d^rch b^erLi'^'^iz riele Un^sajn reniiderliche 

Parameter 1:,, 4, t icid darcb zwo crklische Coordi- 

naten l^^ l^ bestimmt, deren Ablernmgen nach der Zeit wir 
mit l\ und /'^ bezeichnen. 
E« »ei wieder: 

(«>i bezeichnet erentoell die Geschwindigkeit an einer be- 
stimmten Stelle des Baumes ^ wo fortwährend Massentheil- 
chen mt pa-ssiren). Setzt man daher: 

isj» i:sj» i=^ 

10) Ä = 2^'^*' ^= 2*"*^*''^""2'^'^**' 

i^i 1=1 t=i 

HO wird 

Die Momente sind: f«. ]f>.1 j 

und man erhält die Bewegungsgleichungen: 
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dk 2 dk 2 dk i » ÖÄ; 

Hior Rind die L die Kräfte, welche die beiden cyklischen 
(\uuHlinaion xu vergrössern suchen, K dagegen die Kräfte, 
wt>U\ho irgend einen der Parameter k zu vei^össem streben. 
\\\ und Hg aber istdorGesammtbetragderBewegungshinder- 
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nisse, welche bei Veränderung der ersten, resp. der zweiten 
cyklischen Coordinate auftreten. Es wird vorausgesetzt, dass 
der Mechanismus, welcher die Bewegung von den Antriebs- 
punkten auf die einzelnen Massen überträgt, ohne Bewe- 
gungshindemisse ist und nur die Bewegung der Antriebs- 
punkte selbst solche erfahrt, so dass W^ bloss Funktion 
der Bewegung des ersten, W^ des zweiten Antriebspunktes 
ist, nicht aber die Bewegung des ersten Antriebspunktes 
auch auf W^ von Einfluss ist, oder umgekehrt. 

38. Diese Gleichungen sind ganz allgemein. Wie immer Beüpieie wm 
die Massen beschaffen sein mögen, deren Bewegung uns als 
elektrischer Strom erscheint, wie complicirt auch ihre Ver- 
bindungen seien , wie immer der Charakter dieser Be- 
wegungen selbst gestaltet sein mag: wenn es nur cyklische 

sind, die den Grundprincipien der Mechanik gehorchen; 
jedes Mal müssen sie die obigen Gleichungen erfüllen, welche 
ja eine unmittelbare Consequenz jener Grundprincipien sind. 
Doch um uns den physikalischen Sinn dieser Gleichungen 
möglichst zu veranschaulichen, wollen wir zunächst ihre 
Anwendung auf specielle Fälle zeigen. Wir könnten da 
Flüssigkeitsströme in in sich zurücklaufenden Kanälen, 
Prozesse, wo stete Verdampfung und Wiedercondensation, 
chemische Verbindungen und Dissociation, Elektrolyse etc. 
stattfindet, wählen. Doch wird es sich offenbar empfehlen, 
zuvörderst ein denkbar einfaches Beispiel zu betrachten. 
Zwei von einander unabhängige nebeneinanderstehende Ap- 
parate, jeder so beschaffen, wie der in Fig. 1, Art. 17 dar- 
gestellte, würden den Bedingungen, die wir jetzt aufstellten, 
genügen; allein da würden gerade die Glieder, welche das 
Zusammenwirken beider ausdrücken und auf die es uns jetzt 
am meisten ankommt, fehlen. Deshalb wollen wir das fol- 
gende ideale Modell betrachten. 

39. Drei coaxiale Röhren sollen übereinander stehen; idealer 
passende Verjüngungen der mittleren sollen ein klein 
wenig in die oberste und unterste hineinragen und darin 
reibungslos drehbar sein, während die oberste und un- 
terste so getragen werden , dass sie keiner anderen 
Bewegung als einer Drehung um ihre Axe fähig sind (vgl. 
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Fig«4). Jede der drei Rohren trage öneüjisse, M| xa oberst, 
m^ za Unterst, m, in da* Mitte, welche genau wie die Masse 
der Fig. 1 ÄrL 17 bew^lich und Ton einem Faden gezogen 
isL Alle drei Fiden ragen ans der unterstrai Röhre her- 
Tor« Die Distanzen der Massen Ton der Axe seien r^, r^, r,. 

Die oberste und nn- 
^^' ^' terste Rohre sollen 

genan wie die Röhre 
der Fig. 1 durch eine 
Kurbel drehbar sein. 
Das mittlere Rohr 
aber soll mit ihnen 
inderfolgendenWeise 
Terbnnden sein: Das 
oberste und unterste 
Rohr tragen je eine 
zu ihrer Axe senk- 
rechte Scheibe, das 
mittlere aber eine zu 
seiner Axe senkrechte 
Stange, an welcher 
eine zur Stange senk- 
rechte Scheibe dreh- 
bar befestigt ist, die 
die beiden anderen 
Scheiben berührt und 
darauf ohne Reibung 
und Gleitung rollt. 
Die Abhängigkeit der 
Bewegung des mitt- 
leren Rohres von den 
beiden anderen fin- 
det man leicht durch 
folgende üeberlegung: Wenn das obere und untere Rohr beide 
um den gleichen Winkel im selben Sinne gedreht werden, 
so dreht sich dabei auch das mittlere Rohr im selben Sinne 
um den gleichen Winkel, die dritte Scheibe jedoch dreht 
sich dabei gar nicht. Wird dagegen das obere und untere 
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Rohr um den gleichen Winkel im engegengesetzten Sinne 
gedreht, so dreht sich die mittlere Scheibe, aber ihr Mittel- 
punkt und daher auch das mittlere Rohr bewegt sich nicht. 
Wird daher das obere Rohr um einen beliebigen Winkel l^, 
das untere im gleichen Sinne um einen beliebigen anderen 
Winkel l^ gedreht, so kann man sich die Sache immer so 
vorstellen, als ob zuerst beide Rohre im selben Sinne um 
den Winkel (^ + ^2) • ^ > hernach aber das obere wieder im 
selben Sinne um den Winkel (^ — ^2) • ^ > ^^^ untere da- 
gegen im entgegengesetzten Sinne um denselben Winkel 
(Zj— Zg) • 2 gedreht worden wäre. Nur der erstere Process 
dreht das mittlere Rohr und zwar um den Winkel (/^ + l^) : 2. 
Es ist also die Drehung und daher auch die Winkelgeschwin- 
digkeit des mittleren Rohres immer das arithmetische Mittel 
aus der der beiden anderen. 

Wird also alles Uebrige als massenlos vorausgesetzt, Gleichungen 
so besteht das System nur aus drei Massen m^, Wg, m^, selten. 
und ist durch die beiden cyklischen Coordinaten l^, \ und 
die drei langsam veränderlichen Parameter r^, r^, r^ voll- 
kommen bestimmt. Die Geschwindigkeiten der Massen sind: 

Es ist also in Formel 9 und 10 zu setzen: 

(h = '^v «2 == ^ = ^> h = ^2? «3 = ^3 = ^3 • 2, 
was liefert: 

oder wenn man noch behufs möglichster Vereinfachung der 
Formeln die oberste und unterste Masse untereinander 
gleich (= m), die mittlere aber vier Mal so gross annimmt: 

A = m(r^^ + r^^), B = m(r^^ + r^^), C = mr^\ 
Denken wir uns diese Werthe in die Formeln 12 eingesetzt, 
so erhalten wir also die Bewegungsgleichungen unseres Sy- 
stems. TTj, W^ sind die Kräfte, welche die Bewegungs- 
hindemisse der Drehung der obersten und untersten Röhre 
entgegensetzen (z. B. Reibung in den Lagern) , während alle 
anderen Bewegungen als frei von Bewegungshindemissen 
vorausgesetzt werden. 
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Dueu$tkm, 40. Wir wollen zimächst der oberen Röhre mittelst 

der oberen Kurbel eine beliebige vorgeschriebene Bewegung 
ertheilt denken und uns fragen, welche Kraft L^ dabei auf 
die untere Kurbel wirken muss, damit die untere Röhre 
stets in Ruhe bleibt. Da die untere Röhre sich nicht be- 
wegt, so ist r, = o; ^^^^ dieselbe kann offenbar, wenn sie 
ruht, auch keinen Widerstand erfahren, weshalb auch 



W^ = o und 



r - ^ 



N 



ist. So lange daher die r unverändert bleiben und auch die 
Geschwindigkeit des ersten Rohres sich nicht ändert, wirkt 
auf die zweite Kurbel keine Kraft, wächst dagegen die Ge- 
schwindigkeit der ersten Röhre, so muss auf die zweite 
Kurbel, um sie ruhig zu erhalten, eine Kraffc im gleichen 
Sinne wirken, deren Intensität proportional dl\ : dt und pro- 
portional dem Coefficienten C ist (inducirte elektromotorische 
Kraft). Fehlte jene Kraft, so würde sich die zweite Röhre, 
während des Wachsthums der Geschwindigkeit der ersten, 
im entgegengesetzten Sinne drehen (inducirte Drehung). Das 
Entgegengesetzte gilt, wenn die Geschwindigkeit der ersten 
Röhre abnimmt. 

Einen gleichen Effekt hat aber bei constanter Dre- 
hungsgeschwindigkeit der ersten Röhre ein Anwachsen oder 
Abnehmen von G durch langsame Handhabung des rj jegu- 
lirenden Fadens. Im ersten Fall tritt eine entgegengesetzte, 
im letzten eine gleichsinnige Drehung der unteren Röhre auf, 
beide sind proportional l\ und dCidt, 

Die Analogie mit zwei elektrischen Strömen ist eine 
vollständige. Ä ist der Selbstinductionscoefficient der er- 
sten, B der der zweiten, C der wechselseitige Inductions- 
coefficient beider Strombahnen. 

Die Analogie geht noch weiter. Gemäss der letzten 
der Gleichungen 12 wirken auch Kräfte auf die Parameter, 
von denen die Werthe von Ä, B, C abhängig sind (auf die 
Fäden). Die Intensität derselben ist für in Ä enthaltene 
Parameter l\^, für in B enthaltene Parameter Tg*, für in 
C enthaltene aber dem Produkte V^V^ proportional und 
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superponirt sich für solche Parameter, die in mehreren der 
Grössen Ä, B, G vorkommen. Wenn l\ und Tg gleichbe- 
zeichnet sind und G beim Wachsthum des Parameters 
wächst, so ist, um ihn constant zu erhalten, eine Aussen- 
kraft nothwendig, die ihn zu verkleinem sucht. 

41. Dasselbe gilt auch von zwei elektrischen Strömen. •^- ^^f^ 
Wenn bei Aenderung irgend einer Coordinate sich der Selbst- c^^'f^ ^efi. 

1 • i»/» n i • nttion der 

inductionscoemcient des ersten resp. zweiten Stromkreises strüminten- 

^ »itätj. 

ändert, wirkt darauf eine dem Quadrate der Intensität 
des ersten , resp. des zweiten Stromes proportionale ponde- 
romotorische Kraft; wenn aber der wechselseitige Induc- 
tionscoefficient Funktion dieser Coordinate ist, so wirkt dar- 
auf eine dem Produkte beider Stromintensitäten proportio- 
nale Kraft; ändern sich endlich bei Veränderung der Coor- 
dinate mehrere dieser Coefficienten gleichzeitig, so addiren 
sich auch die betreffenden Eräfte. 

Wir genügen also nur dann der Erfahrung , wenn wir 
annehmen, dass die Stromintensitäten in der That den Ge- 
schwindigkeiten V der Antriebspunkte proportional sind. 
Oder besser gesagt, wir definiren die Stromintensität so, 
dass die erstgenannten Kräfte ihren Quadraten, die letzt- 
genannte aber ihrem Produkte proportional werden. Wir 
denken uns einen ein für alle Mal unveränderlichen Strom 
gegeben und in die Nähe einen beweglichen Stromleiter 
gebracht. Wollen wir die Intensität zweier anderer elek- 
trischer Ströme mit einander vergleichen, so schicken wir 
durch jenen Stromleiter zuerst einen Strom von gleicher In- 
tensität, wie der erste; dann einen Srom von gleicher In- 
tensität wie der zweite. Das Verhältniss der ponderomo- 
torischen Kräfte, die derselbe (natürlich immer die gleiche 
Gestalt und relative Lage zum ersten Strom vorausgesetzt) 
in dem einen und anderen Falle erfährt, giebt das ge- 
wünschte Verhältniss der Stromintensitäten. Dieses Ver- 
fahren fällt übrigens, wenn man permanente Magnete als 
Aggregate unveränderlicher Molekularströme auffasst, mit 
der Strommessung durch die Tangentenbussole zusammen. 
Vorausgesetzt ist dabei natürlich noch, dass man durch 
Elektrolyse oder eine andere Wirkung die Gleichheit des 
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Fig. 5. 



Stromes im beweglichen Stromleiter mit je einem der zu 
messenden constatiren kann. 
Absoiuu 42. Wollen wir eine Einheit der Stromintensität de- 

MeHung der 

stromifUen- finiren, so ist es bei unserem augenblicklichen Standpunkte 

nicht gut, von dem Begriffe eines 
permanenten Magnets auszugehen. Wir 
denken uns vielmehr zwei sehr lange 
parallele Ströme in der Entfernung a 
Fig. 5. Sei dx ein Element des einen, 
dx' eines des anderen Stromes, r deren 
Entfernung, », % die im magnetischen 
Maasse gemessenen Stromintensitäten, so 
ist die Anziehung der beiden Elemente 
nach dem Ampere 'sehen Gesetze, wenn 
beide sich in atmosphärischer Luft be- 
finden: 




14) i> = 



ti' dx dx' 



[2 cos {dx, dx) — 3 cos (r, dx) cos {r, dx)']. 



Sucht man die Componente q dieser Kraft senkrecht zu den 
beiden Strömen und substituirt für die Cosinus ihre Werthe, 
so findet man, wenn x die Entfernung des Elementes dx 
von der Projektion des Elementes dx auf den Stromleiter, 
dem dx angehört, bedeutet: 

q=z%% adxdx l-j ^ä~\^ ** adxdx (-3 H ^ — 1. 

Die gesammte Kraft 0, welche der eine Draht auf die Län- 
geneinheit des zweiten ausübt, findet man, wenn man be- 
züglich dx von —00 bis +00 integrirt und dx= 1 setzt. 
Wegen 

ergiebt sich 

a 
Wir wollen uns also die beiden sehr langen Drähte, in dem 
Normalmedium (atmosphärischer Luft) befindlich, von zwei 
Strömen von der gleichen Litensität durchflössen und letz- 
tere so gewählt denken, dass, wenn sich die Drähte in 



43. 44.] Joule's, Ohm's Gesetz. 31 

der Entfernung eines Centimeters befinden, jeder auf die 
Längeneinheit des anderen gerade die Anziehungskraft zweier 
Dyne ausübt. Für einen Strom von solcher Intensität 
setzen wir Z' = 1 , dann können wir für beliebige Ströme t 
durch eine Zahl ausdrücken und wissen, dass wir uns mit 
dem sonst als magnetischen Strommaasse bekannten Maasse 
im vollem Einklänge befinden. 

43. Wir betrachten nun einen einzigen unveränder- *• Erfah- 
lichen Strom von der Intensität V (wie wir bereits sagen Jouit*» ö«. 

tetz. Met- 
QUnenj. mmg von <o. 

Für diesen ist nach Gleichung 8: Z/= TF. Die wäh- 
rend der Zeit 8i geleistete Arbeit ist: LSl= Wl'8t; die in 
der Zeiteinheit geleistete Arbeit ist also Wl\ 

Wenn dieser Strom sonst keinerlei Arbeit leistet, muss 
dieselbe als Wärme auftreten. Wir nehmen nun als aus 
der Erfahrung gegeben an, dass unter diesen Umständen 
die erzeugte Wärme in Arbeitsmaass gemessen gleich ooV^ 
ist, wobei cu eine Constante der Leitungsbahn ist, welche 
wir den im magnetischen Maass gemessenen Widerstand 
nennen. Durch Messung der bei gemessener Strominten- 
sität in einem Leiter auftretenden Wärme kann derselbe 
immer experimentell bestimmt werden. Damit der obige 
Ausdruck hiermit im Einklänge sei, muss 
15) W=-(oV, 

also die Gegenkraft der Bewegungshindemisse proportional 
der Stromintensität oder der Geschwindigkeit V des An- 
triebspunktes sein. Es wäre passender, die Constante co 
als den Widerstandscoefficienten oder den Widerstand be- 
zogen auf die Stromeinheit zu bezeichnen, da er ja mit T 
multiplicirt werden muss, um den thatsächlichen, von den 
Bewegungshindernissen herstammenden Widerstand W zu 
liefern.^) Es ist aber üblich, a> kurz als den galvanischen 
Leitungswiderstand zu bezeichnen. 

44. Mit Bücksicht auf 15 liefert die erste Gleichung ohm'» 
des vongen Artikels wquen* ume- 

,/ rtr Armdh- 

— ö) t , men. Messung 

von L. 

^) Eine ähnliche Bemerkung hat schon Hankel gemacht, sächs. 
Ges. V. 14. Nov. 1889, S. 882; Wied. Ann. 1890, Bd. 39, S. 369. 
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wmsutM in f^bui^ter Wei%e L jedesmal aLperimfintd] be- 
utiittini werd^m kacoL Wir »ind also in Tollster üeberein- 
niimmuttf; mit der ErfahrnDg, wenn wir L als die elektro- 
fo//t//riv;he Kraft, in maipietbchemllaasse gemessen, definiren, 
und xw^r iüt L die äoAsere, durch galranisdie Elemente, 
Th^innfffilekiridtSii etc. gelieferte elektromotorische Kraft, 
wäbn;rid die elektromritorlsche Kraft der Indnction durch 
da« erwU^ (tlied der rechten Seite der beiden ersten 61ei- 
chttng^;n 12 dargentellt wird. 



Ffinfte Yorlesmig. 

HowogungHhindernisse im Dielektricum. Zwei 
HtromkrciHe mit Condensatoren. Messung der 

übrigen Grössen. 



wiiUnimft 45. Wir kehren nun zu unserem Modelle zurück. Da- 

mit fUr dasselbe die Gleichung 15 gelte, müssen wir an- 
iiohmen, dass der Widerstand W nicht von einer Reibung 
der ()l)orHtQU und untersten Röhre in ihren Lagern herrührt, 
Hondorn etwa von Windflügeln , die sich so in einem wider- 
Htohoiulon Mittel bewegen, dass sie einen ihrer Geschwindig- 
koit proportionalen Widerstand finden. Um aber vollkom- 
nuM\o Allgomeiuhoit zu erzielen , muss hierzu noch ein an- 
doror Widerstand kommen. 
♦tnlÄi» **^^* WtMm nUmlich die Stromleitung irgendwo auf- 

Mi»i*»v**^H^ ttosohnitton ist, und die beiden Enden mit den beiden Be- 
«Ht(H. loguugou eines Oondensators verbunden sind, so lehrt die 
KilUluning, dass dem Strome ein Widerstand entgegenwirkt, 
wt^lchc^r dor Ladung dos Oondensators proportionid ist; diese 
ist Nviodor dt\m Intogralstrome 

\w\\\\K\vixw\\^^ ¥^ mu^ also dann W noch ein iweites Glied 
«Vj tu^thalton« woIhu f^ ^uo neue Constante ist, deren reci- 
)\)\xkx^n \Vt»1h vrir als die im magnetischen Maasse gomes- 
^M^<^ i'^l^cität d<^ Oiuid^'n^ators beieichnen« 
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Am Modelle könnte dieser Widerstand in folgender 
Weise dargestellt werden. Wir denken uns das eine Ende 
Ä einer elastischen Schnur an dem obersten resp. untersten 
Rohre, dessen Querschnitt in Fig. 6 durch den grossen Bereis 
dargestellt ist, das an- 
dere Ende (im unaufge- ^^S- 6« 
wickelten Zustande ohne 
Spannung) an einem in 
gewisser Entfernung be- 
findlichen Fixpunkte B 
fest gemacht. Die ela- 
stische Schnur läuft un- ^^"^ '^ 
mittelbar am Rohre rei- 
bungslos zwischen zwei sehr kleinen Rollen hindurch. Bei 
Drehung des Rohres wickelt sie sich auf dasselbe auf und 
übt vermöge ihrer Spannung auf das Rohr eine der Drehung 
entgegen wirkende Kraft aus, welche dem Drehungswinkel 
proportional ist. 

47. Es muss hier bemerkt werden, dass durch Ein- ^•^^^^** 
fahrung des Widerstandes &l die Bewegung aufhört im '^^'^^ 
strengen Sinne cyklisch zu sein, da ja die Aufwindung der ela- 
stischen Schnur auf die Axe kein cyklischer Vorgang ist; allein 
da ausser diesem Vorgang alle übrigen Bewegungen cyklisch 
sind und genau so verlaufen, wie sie bei blossem Vorhanden- 
sein des Widerstandes (oV sich abspielen, so kann wohl kein 
Zweifel bestehen, dass unsere Gleichungen anwendbar bleiben. 

Dieselbe Annahme muss natürlich auch für die Elektri- 
citätsbewegung in Dielektricis gemacht werden. Diese ist 
selbsverständlich wieder eigentlich nicht cyklisch, da sie nur • 
kurze Zeit in gleich gerichtetem Sinne bestehen kann, wenn 
nicht das Dielektricum unendlich stark polarisirt werden soll. 
Allein wir nehmen an, dass sowohl die Bewegung im Innern 
des Dielektricums als auch die dadurch erzeugte Bewegung 
im umgebenden Aether (nur während kürzerer Zeit) genau so 
geschieht, wie sie in einem Leiter dauernd in vollkommen 
cyklischer Weise vor sich geht. Es wird dies zur Folge 
haben, dass mit Ausnahme des veränderten Ausdrucks für W 
auf beide Fälle dieselben Gleichungen anwendbar sind. 

Boltzmann, Vorlesungen. 3 
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ouidum§em 48. Nehmen wir an, es seien sowohl an der oberen 

trUAe» o^ ^^& aoch an der unteren Bohre sowohl Windflflgel als auch 

eine elastische Schnur befestigt, so lauten die Bewegungs- 

gleichnngen unseres Systems: 



16) 






2 dh 2 dk ^ «di 

Genau dies sind auch die Gleichungen für 2 Strom- 
kreise mit den Stromintensitäten l\ und l\ und den Wider- 
ständen coj und C9,, wenn in jedem derselben ein galvani- 
sches Element von der elektromotorischen Kraft L^ resp. 
L^ und ein Condensator von der Capacität 1 : &^ resp. 1 : &^ 
eingeschaltet ist.^) Äj B sind die Selbst-, C der wechsel- 
seitige Induktionscogfficient der Stromkreise. Es muss als 
ein Vorzug der Maxwell' sehen Theorie bezeichnet werden, 
dass wir diese für die Praxis so wichtigen Gleichungen, 
welche sonst erst als Consequenz der gesammten Theorie 
der Elektrodynamik und Induktion auftreten, gleich zu An- 
fang aus den wenigen beigezogenen Erfahrungsthatsachen 
und Hypothesen erhalten. Die grosse logische Schärfe der 
Maxwell'schen Theorie äussert sich eben darin, dass wir 
nicht alle Erfahrungsthatsachen auf einmal voranzustellen 
brauchen, sondern jedesmal bei Hinzuziehung einer neuen 
Thatsache sogleich alle Resultate gewinnen, welche sich aus 
den bisher beigezogenen Erfahrungsthatsachen überhaupt 
•folgern lassen. 

Die Gleichungen 16 könnten mit der grössten Leich- 
tigkeit auf ein System von mehr als 2 Stromkreisen aus- 
gedehnt werden, sie erschöpfen dann vollständig die Theorie 
der Selbstinduktion, wechselseitiger Induktion und elektro- 
dynamischer Wechselwirkung, so lange die Stromschwan- 



^) Thomson, phil. mag. (4), 5, S. 398; Helmholtz, Pogg. Ann. 
88, S. 505, 91, S. 258, 427; Wiedemann, Lehre von der Elektr. 
IV. Bd. S. 1(56. 
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kungen so langsam sind, dass die Stromintensität zu einer 
gegebenen Zeit in allen Längen- und Querschnittelementen 
je eines geschlossenen Stromleiters gleich vorausgesetzt 
werden kann. Um sich aber von dieser Beschränkung frei 
zu machen, um die Abhängigkeit der Coefficienten Aj B, G 
von den Abmessungen der Drähte, endlich um die Elektri- 
citätsbewegung in körperlich ausgedehnten Leitern zu finden, 
ist die Zuziehung weiterer Erfahrungsthatsachen erforderlich, 
welche wir auf eine spätere Vorlesung versparen wollen. 

49. Die vollkommene Identität der Gleichungen für ^^^^^Jj 

*^ det Modell» 

unser mechanisches System mit denen für 2 Stromkreise, »» *»: 2^«o- 
ist keineswegs etwa eine bloss zufallige, sondern vielmehr 
eine im Wesen begründete, da ja sowohl unser mechanisches 
System als auch die beiden Stromkreise nach unserer Vor- 
aussetzung genau derselben Klasse von Mechanismen an- 
gehören, wenn auch Hülfsmittel und Form der Ausfuhrung 
die denkbar verschiedensten sind. Aus dieser Identität des 
mechanischen Grundtypus ist auch die vollkommene Analogie 
zwischen dem Ablaufe der elektrischen Oscillationen und 
der Bewegung höchst einfacher Mechanismen z. B. ge- 
dämpfter Pendel erklärlich. 

Natürlich ist der Mechanismus der elektrischen Ströme 
nicht nur vollständig von solchen einfachen Mechanismen 
verschieden, sondern auch ims vollkommen imbekannt; wir 
haben also hier eigentlich die Theorie einer Bewegung auf- Thetyrit einer 

, n T -»r 1 • 1 1 1 • i • unbekannten 

zustellen, deren Mechanismus uns ganz imbekannt ist, ja Bewegung. 
vielleicht in einer uns noch ganz imvorstellbaren Weise von 
allen Mechanismen abweicht, die wir aus festen Stangen, 
incompressibeln oder elastischen Flüssigkeiten, fernwirkenden 
Anziehungscentren u. s. w. construiren können. 

Deshalb sind wir gezwungen, andere uns bekannte 
Mechanismen zur „dynamischen Illustration" nebenher zu 
betrachten, und wir sind überzeugt, dass alles, was noth- 
wendige Consequenz der Grundgleichungen der Mechanik 
ist, nicht bloss von unseren Modellen, sondern ebenso auch 
von dem elektrischen Mechanismus gelten wird. 

So fremdartig daher auch die Theorie einer Bewegung 
erscheint, von der wir keine Vorstellung haben, so habe ich 
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doch schon am Ende der zveiten Voriesong erörtert, dass 
der Unterschied zwischen der Methode unserer Theorie und 
der Tieler älteren Theorien Tielleicht bei weitem nicht so 
gross ist« als es auf den ersten Apblick scheinen mag. 



Eis wäre einladend, sofort die praktische Anwendimg 
§em le. der Oleichnngen 16 in aUen Details zn diskntiren mid so 
anch die speciellen Anwendungen in unsere Vorlesungen auf- 
zunehmen, damit gerade dem Praktiker das Sjkndinm der 
alten Theorien, welche fär den Theoretiker immer von 
grossem Interesse bleiben werden, ganz erspart bleibe. 
Allein dies ist hier nicht meine Absicht, ich mnss also be- 
züglich der praktischen Anwendung auf die alten Lehrbucher 
Yerweisen; nur wenige für unsere Theorie unentbehrliche 
Anwendungen dieser Gleichungen sollen hier gemacht werden. 
ZuYörderst soll die Gleichung, welche das Princip der Er- 
haltung der Arbeit ausdr&ckt, aus den Gleichungen 16 ab- 
geleitet werden. 
Erhauumg 50. Die Arbeit, welche durch die äusseren elektro- 

motorischen Kräfte, während der Zeit 8t in das System 
hinein gesteckt wird, ist: 

8Q = L^S\ + L^Sl^ = (Lj/'i + L^l\)St. 

Am Modelle ist dies die Arbeit, welche geleistet wird, 
während sich die beiden Kurbeln in der Zeit 8t um die 
Winkel S\ und 81^ mit den Winkelgeschwindigkeiten l\ und 
l\ drehen und darauf die Kräftie L^ und L^ in der Bewe- 
gungsrichtung derselben wirken. 

Substituirt man hier fär L^ und L^ deren Werthe aus 
den Gleichungen 16, so erhält man eine Anzahl von -Glie- 
dern, welche wir jetzt der Keihe nach aufzählen und durch 
dem 8Q beigefügte Indices unterscheiden wollen. Die mit 
jouUsehe dcu Faktorcu (o behafteten Glieder liefern: 



Wärme, 



17) 8Q^={o)^l\^+a)J^^8t. 

Diese Arbeit wird beim Modelle an den Windflügel 
in Wärme umgesetzt und ist beim elektrischen Strome die 



50.] Elektrokinetische Energie. 87 

Joule' sehe Wärme. Die mit den Faktoren & behafteten AufDuuk- 

runti 

xkte 

heit. 



^T 1 ,. « trisirung ver- 

(ilieder lieiem: brauchte Ar- 



©1 = iJ-j /^ und ©2 = &^ l^ sind die Gegenkräfte der 
dielektrischen Polarisation. Diese Arbeit wird im Modelle 
auf Spannung der elastischen Schnüre, beiden elektrischen 
Phänomenen auf Erzeugung dielektrischer Polarisation ver- 
wendet. 

Die Gesammtsumme, welche alle übrigen Glieder liefern, 
kann als die Summe zweier Ausdrücke S Q^ und S Q^ dar- '^*"***'j* ^'" 
gestellt werden, indem man setzt: 

Dies ist am Modell derjenige Betrag der durch die 
Kurbeln in das System hineingesteckten Arbeit, welcher 
auf Hebung der an den drei Fäden angehängten Lasten bei 
Verschiebung der drei Massen m^, m^, m^ verwendet wird ; 
bei elektrischen Strömen derjenige Theil der von der 
Batterie gelieferten Energie, welcher bei sichtbarer Massen- 
bewegung die zur Ueberwindung der ponderomotorischen 
Kräfte erforderliche Arbeit leistet. Endlich setze man: Euuroune' 

ti9ch€ Ener- 

20) ^Q^ = 8T, »*«• 

wobei: 

am Modelle die lebendige Kraft der drei Massen m^, m^j 
m^j bei den elektrischen Phänomenen aber die lebendige 
Kraft derjenigen Bewegung ist, welche in ihrer Gesammtheit 
den elektrischen Strom ausmacht und theils im durchströmten 
Drahte, theils im umgebenden Medium ihren Sitz hat. Wir 
wollen sie als die elektrokinetische Energie bezeichnen. 






W^Kt,»*L Vir fcü'-i ^»Jösr ti*sr öii§ Ävcrst nocii Iber die 
Art ä^T Bev^arcur :rs^nii -pm*. m -«ns^x vir dodi. dass 
KWh ^^iieucjr^ £jik± Cifibfr Si'v^sruur enkSL fcKSzwrrntpn end- 
L*:h*fi. W^ni i;i:L ö*jl vir ^l -einsiL Tur big c m Scn FaDe be- 
T^.z:zjfu k'.'Uü«* . c-*r t^si EiLi-^^jerimr ö** SirraDCS ans der 
*'\^x^\/:i^^ YjCserpk i^ cfcjTti:bsii*!L Ejeiii*ii:-es Cider ans an- 
d^T*s:i *i.^ bAai"t>e!L ATT»er:«*;-Lt^-r!L ei.izi Daumen imd beim 
\tfrv:hwiiJitfi^ d*^ Siri'iEi» Tirti-fr zl Wirsae oder aiidere uns 
Iß^^luiLJsVi: Ez^er^ef'.rc^ez. rzr^^fTw^ziiih wird. Dies wird 
Doch klarer az^ des «pod-el-es. FiZ*^. zu deoai wir jetzt 
übengdbeo wollen« 
^^«•^ «* 5h Sei Lur eis gGX'Tr.Vress oliiie Coüdensator Toiliandeny 

neioe Gestalt und die Lage etwa in der Nähe befindlicher 
Kiisenmaasen seinnTeranderiich: dann liefern die Gleichungen 
16 für denselben: 

Haben wir zu Anfang einen g^ebenen constanten 
Strom r^ und lassen zur Zeit Null plötzlich die elektro- 
motorische Kraft aufhören, so dass dann L = wird, so folgt: 

Die Elektricität bewegt sich also wie eine trage Masse 
bei einem der Geschwindigkeit proportionalen Widerstand 
z, B, eine in einer Bohre strömende Flüssigkeit, nur dass 
ihre gesammte Trägheit auch von der Gestalt des Strom- 
leiters abhängt, namentlich durch spiralige Aufmcklung des- 
Holbon bedeutend vermehrt wird, was in dem Umstände be- 
gründet ist, dass das umgebende Medium an der Bewegung 
partiüipirt. Natürlich muss sich, wenn die Bewegung der 
Kloktricität aufgehört hat, deren anfängliche elektrokinetische 
Energie i4. (/'•)*: 2 (nach Gleichung 21) in Wärme verwandelt 
hüben. In der That hat die erzeugte Wärme: 

00 



(vorgl. GliMchung 17) diesen WertL 
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Experimentell kann am leichtesten durch den Impuls 
auf einen anderen bekannten Strom oder einen permanenten 
Magnet das Integral: 



ß 



OD 



0) 





bestimmt werden und hieraus kann, da T* imd cj ebenfalls 
experimentell bestimmbar sind, A gemessen werden. 

Wäre auch ein Condensator in der Strombahn, so be- Metwng von 
käme man nach Aufhören der elektromotorischen Kraft die 
Gleichung: 

Ar + (oV + &l = Oy 

welche auch flir die Schwingungen einer gedämpften Mag- 
netnadel gilt. Nach dieser Gleichung wurden alle bisher 
beobachteten elektrischen Oscillationen von Feddersen bis 
Hertz ^) berechnet. Dieselbe kann zur experimentellen Be- 
stimmung von & dienen, wobei wir noch das Produkt 
Vi, wenn darin V = 1 xmdt = 1 ist, vorläufig die magnetisch 
gemessene Elektricitätsmenge 1 nennen, natürlich ohne uns 
dabei weiter etwas zu denken. 

52. Es seien nun wieder zwei Strombahnen von un- Meawng von 

Q 

veränderlicher Gestalt gegeben; zu Anfang der Zeit sollen 
darin die Stromintensitäten l\^ und l\^ bestanden haben. 
Da hören plötzlich die äusseren elektromotorischen Kräfte 
auf und es wird daher: 

Aus diesen Gleichungen folgt sofort: 



^) Kirch hoff, üeber die Beweg, d. El. in Drähten. Pogg. Ann. 
Bd. 100, S. 198, 351, 1857. Schiller, Pogg. Ann. 152, S. 535, 1874. 
L. Lorenz, Wied. Ann. 7, S. 161, 1879. Colley, Wied. Ann. 26, 
S. 432, 1885, 28: S. 1, 1886. Hieke, Wien. Ac. 96, S. 184, 1887. 
Oberbeck, Wied. Ann. a. a. Bd. 21, S. 139, 1884. Lodge, üeber 
Inductionswaage, pbil. mag. Febr.^1880. Lodge, Hertzsche Schwin- 
gungen. Lond. phys. soc. Bd. 10, S. 150, 1889. Lecher, Wien. Ac. 
Bd. 99, S. 357, 1890. 
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Fünfte Vorlesung. 



[53. 



Die linke Seite ist die während dt entwickelte Wärme ; 
dieselbe wird also bloss auf Kosten der gesammten elektro- 
kinetischen Energie erzeugt und ist gleich der Abnahme 
der letzteren während derselben Zeit. 

Integriren wir die letzte der Gleichungen 22 bis zu 
einer sehr späten Zeit, zu welcher l\, l\ die Werthe Z'j*, 
/'g* haben sollen, so erhalten wir: 

5(r,«- r,*) + G{i\- - ZV) = ^Ji\dt. 

Um C zu bestimmen erhalten wir anfangs durch längere 
Zeit l\ constant gleich l\^, während im zweiten Stromkreise 
keine elektromotorische Kraft wirkt, so dass l\^ = ist. 
Dann entfernen wir plötzlich auch aus dem ersten Strom- 
kreise die elektromotorische Kraft und bestimmen experi- 
mentell den Integralstrom im zweiten Stromkreise J l^dt 
über eine genügend lange Zeit erstreckt. Da nach einer 
solchen jedenfalls beide Ströme aufhören, so ist l\* = Z'^* 
= also: 

woraus C experimentell bestimmt werden kann. 

Da wir nun auch alle Constanten experimentell be- 
stimmt haben, so herrscht über die Gleichungen volle 
Klarheit. Alle diese Consequenzen können daher schon 
aus den wenigen bis jetzt zugezogenen Thatsachen und 
Hypothesen abgeleitet werden. 



Ändere Schal' 

tungen von 

Cond. und 

Widerstand. 



Fig. 7. 
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53. Die Gleichungen 16 gelten, falls 
Condensator und Widerstand hintereinan- 
der in die Stromleitung eingeschaltet sind, 
wie Fig. 7 zeigt. Es ist dies die prak- 
tisch weitaus am häufigsten angewendete 
Schaltung; doch sind andere Schaltungen 
offenbar nicht ausgeschlossen. Es könnten 
z. B. in jedem Zweige Condensator und Wi- 
derstand nebeneinander geschaltet sein 
(Fig. 8). Dann hätte man eigentlich vier 
separate Zweige und es könnte die Strom- 
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stärke, wenu die Capacität des Condensators eine sehr 

grosse ist, in allen vier Zweigen verschieden sein. Doch 

erhält man in verschie- 

Fig. 8. 



S 



V. 



denen speciellen Fällen 
Gleichungen von der- 
selben Einfachheit, z. B. 
wenn in der Leitung 
von der Batterie zum 
Condensatorlnduktions- 
coefficient, Widerstand 
und Capacität ver- 
schwinden. Bezeichnet 
\ man dann mit l\ und 
/'g die Stromstärken in 
den Zweigen , welche 
die Widerstände ent- 
halten und wo die elek- 
tromotorischen Kräfte 
der Induktion wie zahl- 



Fig. 9. 
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reiche, in je eine Windung eingeschaltete galvanische Ele- 
mente von kleiner elektromotorischer Kraft wirken, mit n^ 
und Wg die Condensatorladungen, und mitl/j, L^ die elek- 
tromotorischen Ejräfl^e der Ketten, so wird: 

L, = ^^ {Al\ + Cl\) + «, l\ = &, «,. 

Eine noch complicirtere Schaltung stellt Fig. 9 dar, in 
welcher bloss die gerad gebrochen gezeichneten Leitungen 
mit den Stromstärken m\ und m'g erheblichen Widerstand 
(»1, (ög; bloss die spiralig gezeichneten, mit den Stromstärken 
l\ und Tg erhebliche Selbst- und Wechselinduktionscoeffi- 
cienten A, B, C haben sollen, n^, n^ sollen wieder die 
Ladungen der Condensatoren sein, und es kann ohne Be- 
einträchtigung der Allgemeinheit angenommen werden, dass 
bloss in den geradgebrochenen Leitungen und in den Lei- 
tungen zum Condensator galvanische Elemente, in ersterer 
von den elektromotorischen Kräften if^, M^, in letzterer von 
Ny , N^ eingeschaltet sind. Dann gelten die Gleichungen : 
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23) 



if,-Aur, + (7Z',) = (»,m\ 



dt 
dt 



N,-^^(Äl\+Gl\) = &,n, 



Die Gleichungen für den zweiten Stromcomplex können 

hier wie oben der Symmetrie gemäss gebildet werden, da 

derselbe genau wie der erste beschaflfen ist. 

Am Modelle würden Gleichungen von der Form der zuletzt 

entwickelten gelten, wenn sich sowohl um die oberste als auch 

unterste Röhre eine Schnur 

Fig« 10. aufwickeln würde, welche 

o J\AAA<^ die Axe je einer beweglichen 

_ /" ^ * ' EoUe trügen. Um diese liefe 

/^ "X ^ V y ^^j^ eine zweite Schnur (Fig. 10). 

f j - ■« ^^£ ^g^g ^jjjg Ende dersel- 

N — y ben wirkte die äussere Kraft 

N^j deren Zug sich eine 
elastische Feder entgegensetzte; auf das andere die äussere 
Kraft ifj und ein der Geschwindigkeit des Schnurendpunkts 
proportionaler Widerstand. Um die Bedingungen auch für 
negative m' und n zu erfüllen, müssten die Schnüre auch 
unzusammenschiebbar sein. 



Sechste Vorlesung. 

Praktische Ausführung der Modelle. 



iSr*2"*j?"c ^^' Durch Aenderung von r^ oder r^ am Modell werden 

un^Mngig uur die Selbstinduktionscoefficieuten Ä und B verändert. 
zumachen. Bei Veränderung von r, aber verändert sich nicht bloss 
der wechselseitige Induktionscoefficient C, sondern auch 
gleichzeitig Ä und jB, da ja das mittlere Kohr von jedem 
der anderen mitbewegt wird. Es ist wünschenswerth, drei 
Antriebspunkte so herzustellen, dass bei alleiniger Bewegung 
des ersten nur Ä, daher nur r^, bei alleiniger Bewegung 
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des zweiten nur B, daher nur r^, bei alleiniger Bewegung 
des dritten nur C wächst; bei alleiniger Bewegung des 
dritten muss daher r^ wachsen, dagegen r^ und r^ so ab- 
nehmen, dass rj2 + r^^ und r^^ + r,* constant bleibt. 

Es kann dies Murch folgenden Mechanismus erreicht 
werden. In einem ebenen Messingbleche seien zwei auf- 
einander senkrechte in Figur 11 punktirte gerade Schlitze, 
die sich im Punk- 
te D schnei- F^- ll- 
den; darauf lie- 
gen zwei der 
Länge nach auf- 
geschlitzte Line- 
ale. Das Scheib- 
chen C ist an 
einem kurzen 
Stifte befestigt, 
der durch kleine 
Löcher beider Li- 
neale hindurch- 
geht, und im vertikalen Schlitze des Bleches beliebig gleiten 
kann. An diesem Scheibchen ist der mit mg verbundene Faden 
befestigt; es dient als dritter Angriffspunkt und seine Distanz 
vom Punkte D heisse z. 

Die beiden Scheibchen Ä und B gleiten sowohl im 
horizontalen Schlitze des Bleches als auch in je einem 
Schlitze eines Lineales. Daran seien die beiden Fäden, 
welche zu den Massen m^ und m^ führen, in der aus der 
Figur ersichtlichen Weise befestigt; sie gehen zuerst vom 
Scheibchen in der Bichtung des horizontalen Schlitzes des 
Blechs fort, dann über eine am fixen Bleche befestigte 
Kolle, dann über je eine zweite ganz nahe am zuerst be- 
sprochenen Faden befindliche Bolle und endlich parallel 
diesem vertikal aufwärts. 

Sind die Längen der Fäden so regulirt, dass jede 
Masse m gerade in die Axe der drei Bohren zu liegen 
kommt, wenn das betreffende Scheibchen nach D gelangt? 
so sind die Bedingungen erfüllt: r^^ + r^^ = ÄC^ und 



1. Theil- 
mtehanUmus. 
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rj^+rg^rrsjBC*. Es ist also nur noch ein Mechanismus noth- 
wendig, welcher gestattet, bei unveränderter Lage des 
Punktes C die Längen ^C und BGzvl ändern und umgekehrt 
bei Constanz dieser Längen den Punkt G zu verschieben. 
Q^Thtü- Dies kann so realisirt werden: Vor dem beschriebenen 

fMehaniamua. 

Bleche befindet sich ein zweites paralleles und parallel zu 
sich selbst verschiebbares in der Distanz x vom ersten 
Bleche. Am Scheibchen C ist eine in die Kichtung des 
Schlitzes des Lineales AG fallende nicht ganz bis A rei- 
chende und eine zweite senkrecht zu den Blechen nach 
vorn zu liegende nicht ganz bis zum. zweiten Bleche rei- 
chende sehr enge Röhre befestigt. Vom Scheibchen A geht 
eine dritte Röhre aus in der Richtung A (7, die in die erste 
etwas hineinragt. Vom zweiten Bleche aber eine vierte 
Röhre, die wieder in die zweite etwas hineinragt. Die 
vierte Röhre ist am Bleche so befestigt, dass sie stets senk- 
recht dazu bleiben muss, sich aber beliebig parallel zu sich 
selbst verschieben kann. Durch alle vier Röhren geht ein 
biegsamer aber weder ausdehnsamer noch zusammenschieb- 
barer Faden, dessen eines Ende am Scheibchen A befestigt 
ist, dessen anderes aber gezwungen ist in der Ebene des 
zweiten Bleches zu liegen. Genau so ist das Scheibchen B 
mit einem hinter dem ersten Bleche in der Distanz y davon 
befindlichen dritten Bleche verbunden, a:, y, x sind die 
Variablen, von denen jede nur einen Liduktionscoefficienten 
ändert; a?, y je einen Selbstinduktionscoefficienten; ver- 
ändert sich dagegen bei constantem x und y nur «, so 
ändert sich bei constanten Selbstinduktionscoefficienten nur 
der wechselseitige Induktionscoefficient. 

Sind alle drei Röhren in Drehung begriffen, so wirkt 
daher auch auf die Variable x nur die l\^ proportionale 
Kraft, auf die Variable y nur die l\^ proportionale, endlich 
auf X nur die dem Produkte l\ l\ proportionale Kraft. 
Auf X wirkt also keine Kraft, wenn sich nur das obere 
oder nur das untere Rohr dreht. 
Praktische 55. Dieso idcalcu Modelle genügen vollständig unseren 

solcher Mo- Zwcckcu; sic soUcu ja bloss zur Veranschaulichung nicht 
zur experimentellen Prüfung der abgeleiteten Sätze dienen. 
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Fig. 12. 
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Trotzdem wirkt auch hier mächtig der Drang nach realer 
Existenz. Es beschreibt Lord Eayleigh^) einen zu' diesem 
Zwecke dienenden sehr einfachen Apparat, an welchem je- 
doch die Parameter nicht verändert werden können, was 
für uns gerade sehr wesentlich ist. Derselbe erwähnt auch 
einen Apparat des Laboratoriums zu Cavendish, der mir 
leider unbekannt ist. Ich liess zu gleichem Zwecke einen 
Apparat construiren, der wie ich glaube 
allen Anforderungen genügt. 

Ich beschreibe zunächst einen Apparat, 
welcher ein monocyklisches System darstellt. 
Eäne cylindrische Röhre 5, Fig. 12, in der 
ein cylindrischer Stab A steckt, ist von 
einem Ringe C umgeben, der mit zwei Schrau- 
ben D mit dem Stabe fest verbunden ist. Die 
Schrauben gehen durch passende Schlitze der 
Röhre, Die Fig. 12 ist ein Querschnitt. Der 
Ring ist von einem bewegUchen Hohlringe E um- 
schlossen und dieser von einer zweiten der 
ersten coaxialen Röhre F. Der Hohlring trägt 
zwei vis-ä-vis liegende kleine Zapfen w, die 
wieder durch passende Schlitze der äusseren 
Röhre F hindurchgehen. Ist die innere Röhre "* 

fest und rotirt die äussere, so rotirt also der Hohlring mit, 
der massive, an der Stange befestigte nicht. Ohne die Ro- 
tation zu stören, können durch Aus- 
und Einschieben der Stange die Zapfen 
dabei auf- und abbewegt werden. Sie 
sollen deshalb die verschiebbaren Za- 
pfen heissen. 

Die äussere Röhre trägt noch zwei 
fixe Zapfen v. Je ein fixer und ein be- 
weglicher Zapfen aber tragen die bei- 
den vis-ä-vis liegenden Ecken (in Fig. 13 fe 
wieder mit u und v bezeichnet) eines Parallelogramms, das 
ganz wie der Centrifugalregulator einer Dampfmaschine ein- 



SeäUa MonO' 
eykel. 
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Fig. 13. 




*) Phys. Soc. of London Volum, 10, p. 434. November 1890. 
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gerichtet ist. (In Fig. 13 in der Seitenanriritt gesadmet.) Die 
Ebenen beider ParaUelogramme sind pszmlld der Röhren- 
axe imd auch zu einander und sfedieii um die Rohidicke 
ab. Beide Parallelogranune tragen an beiden Enden je 
eine Kasse m imd m'j so dass also diese Massen ohne 
Störung der Botation gehoben imd gesenkt werden können. 
Dieser Apparat wurde nur ganz roh zur Eriänterong eines 
Bestandtheiles des Nachfolgenden aiB^efbhrt, da die mit 
ihm auszufahrenden Experimente nicht Ton Belang sind. 
^««<«« ^- 56. Wir brauchen nnr drei derartige Apparate nach Art 

der Fig. 4 Art 39 zu koppeln, so eriiahoi wir ein Bydkel, 
Ton dem Fig. 14 einen Durchschnitt und Fig. 15 eine per- 
spectirische Zeichnung zeigt In Figur 14 ist, um Platz 
zu sparen, nur das mittlere Drittel gezeichnet 

Das Stahlrohr B geht durch den ganzen Apparat und 
ist oben und unten getragen. Dasselbe wird durch zwei 
fixe darüber gesteckte kurze Bohrstucke G in drei gleiche 
Theile getheilt. Um jeden dieser Theile rotirt ein beweg- 
liches Messingrohr F. Die Beibung des obersten und un- 
tersten stellt die Kräfte W^ und fT, dar, wenn sie fireilich 
auch ein anderes Gesetz befolgt Zwischen dem mittleren 
dagegen und den beiden kurzen Bohrstucken, sowie zwischen 
dem später zu beschreibenden fixen und rotirenden Bing im 
Innern dieses Bohres sind behuüs möglichster Verminderung 
der Beibung Friktionskugeln K eingefugt, wie sie bei den 
Fahrrädern der Byciklisten üblich sind, um doch in einer 
Hinsicht der Namensvetterschafb der beiden Vorrichtungen 
gerecht zu werden. Durch das Stahlrohr B geht ein Stab 
A, welcher mit drei über das Stahlrohr gesteckten auf- und 
abschiebbaren, aber nicht drehbaren Bingen C (in Fig. 14 
nur der mittlere sichtbar) verbunden ist. Zwischen jedem 
derselben und dem ebenfalls am Stabe befestigten Stift S 
läuft je ein drehbarer Bing E, welcher den einen Befesti- 
gungspunkt u des Centrifugalregulators trägt Der nicht 
drehbare Bing C und der Stift S zusammen entsprechen 
dem in Figur 12 mit C bezeichneten Einge. Sonst be- 
zeichnen gleiche Buchstaben in Figur 12 und 14 auch ent- 
sprechende Bestandtheile. Der Stift S und die Verbindungs- 
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schraube zwischen A und G gehen natürlich durch einen 
passenden Schlitz des Rohres B, Der unterste drehbare 
Ring und der Zapfen v^ (um 90 Grad verdreht v'^) der un- 
tersten beweglichen Röhre F^ tragen, ebenfalls genau wie 
in Figur 12 und 13, zwei Centrifagalregulatoren; ebenso 
oben. An dem Zapfen u (oder w', letzteres stellt eine 
um 90 Grad verdrehte 
Lage dar) des mittleren ^^S- ^ß- 

drehbaren Ringes E und 
V des mittleren beweg- 
lichen Rohres F aber ist 
anders beschafife- 



em 







ner Centrifugalregulator 
befestigt. Die Centri- 

fiigalregulatoren sind in Figur 14 in zwei Lagen punktirt. 
Der mittlere derselben trägt viermal so grosse Massen und 
die Arme, welche die Massen tragen, sind senkrecht an den 
Armen des Parallelogramms befestigt. (Siehe Figur 16, wo 
immer gleich punktirte Linien ein fest verbundenes System 
von Stangen darstellen.) Bei Annäherung der Zapfen 
nähern sich daher die Massen der Axe. Zapfen u geht 
natürlich durch einen Schlitz des Rohres F. Man sieht 
leicht, dass dieser Mechanismus so beschaffen ist, dass r, 
abnimmt, wenn r^ und r^ wachsen, und zwar erfüllt er die 
Bedingung: 

^1* + ^8* = ^2^ + ^3^ == const. 
Durch Senken der centralen Stange wird r^, daher auch C 
vergrössert, ohne dass B und Ä sich ändern. Dies ent- 
spricht der Vermehrung des wechselseitigen Induktions- 
coefficienten; also, wenn die obere und untere Röhre zwei 
Stromkreise darstellen, der Annäherung derselben. Auf 
zwei andere Antriebspunkte, durch welche die Selbstinduk- 
tionscoefficienten geändert werden könnten, wurde verzichtet. 
An der oberen und unteren Röhre ist je ein horizontales 
Zahnrad, an der mittleren sind mittelst der Schrauben p 
zwei Stangen P befestigt, welche je ein vertikales Zahnrad 
tragen. Die vertikalen Zahnräder greifen mit einer koni- 
schen Verzahnung in die beiden horizontalen Zahnräder ein. 
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r>ie Vf^zahnnn^^SHtellen sind in Fig* 14 mit Z bez^dmet. 
Ihirth die^e Verzahnung' wird denelhe Effekt wie in Fig. 4, 
Arl ^9 durch Beil)ting der ir^ Scheiben »ziellL Die Zapfen 
w dienen blo^w, tim die Centrüiigalregalatoren bei Vermachen, 
wo ihre Winkel nicht geändert werden^ auch an den Bohren 
F direct befeiitigen za können. 

I>ie nntere bewe^che Sohre jF^ trägt (in Fig. 14 nicht 
iiichtbar) eine, die obere F^ zwei horizontal liegende Bie- 
meni^beiben. Seitwärts <4teht eine zweite parallele Tertikaie 
Axe^ durch eine Kurbel drehbar, mit drei Biemenscheiben, 
welche nach Wnnsch an die Axe geklemmt mid losgemacht 
werden können. Eine ist mit der Biemenscheibe der unteren 
Röhre ^ die beiden anderen mit den beiden Biemenscheiben 
der oberen Röhre ^ jedoch so Terbnnden, dass sich oben das 
eine Paar gleichsinnig^ das andere entgegengesetzt dreht. 
fihMfPfimmi« 67. Mit diesem Apparate können folgende Experimente 

mii fUm ttitir 0„t , t 

Im futtyhL ausgeführt werden: 

1. Man treibt bloss das nntere Bohr; so lange die Ge- 
schwindigkeit wächst^ dreht sich das obere entgegengesetzt; 
bei constanter Drehung des unteren steht das obere still; 
nimmt die Geschwindigkeit ab, so dreht sich das obere- 
gleichsinnig. Diese Wirkung ist grösser, wenn die centrale 
Htango ganz unten als wenn sie oben ist. 

2. Das untere Bohr wird mit constanter Geschwin- 
digkeit angetrieben, oben sind beide Biemenscheiben nicht 
goklotnmt. Schiebt man die Stange rasch nach abwärts, 
vormohrt also den wechselseitigen Induktionscoefficienten, 
so dreht sich das obere Bohr entgegengesetzt; schiebt man 
dio 8t4^nge Aufwärts, so dreht eä sich gleichsinnig wie das 
uutoi^t^ Rohr. 

B« Droht man das obere und untere Bohr in gleichem 
8i)ino« so wird die centrale Stange nach abwärts gezogen^ 
wt^s «iuer Wrmehrui^ac der Selbstinduktion, also einer An- 
uäU<^nnvg dor bi>ideu Stromkreise entspricht. 

4. Dr^Kt mau das ob^r« und untere Bohr entgegen- 
lat^^ot^U i^> wiwl dio Stange hinaa%ezogen. 

^^> IMi^iif^r Appax^t wurde ron dem Mechaniker Herrn 
Vv iJa^loig^v in l^rwt in xxirtüglicher Weise ausgeführt 
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und die Experimente an demselben gelingen vollständig; ftir 
die Werkzeichnungen und manche Hilfeleistung bei der 
Construktion bin ich Herrn Privatdocenten Dr. Paul Czer- 
mak in Graz, fiir die Beihilfe bei einigen nachträglichen 
Veränderungen und die Anfertigung sämmtUcher Zeich- 
nungen und Photographien für das vorliegende Buch Herrn 
Dr. Fomm, Assistenten der Physik in München zu Danke 
verpflichtet. 



Siebente Vorlesung. 

Polycykel. Begriff des Momentes. 



59. um die Abhängigkeit des Induktionscoefficienten uebergangxu 
von den Abmessungen der Stromkreise zu finden, müssen '^Sl,^^'*"' 
wir natürlich jedes Längenelement eines solchen als ein 
kleines Monocykel, um die Strömung der Elektricität durch 
räumlich ausgedehnte Körper zu finden, jedes Volumelement 

als ein selbständiges Individuum, in welchem eine cy- 
klische Bewegung stattfindet, betrachten. 

Könnten wir dies in mechanischen Modellen zum Aus- 
drucke bringen, könnten wir den ganzen Baum mit kleinen 
Modellen von der Natur der soeben betrachteten füllen und 
die Wechselwirkung aller überblicken: Wir könnten uns 
ein anschauliches Bild aller elektrischen und magnetischen 
Phänomene machen. Allein einen derartigen Mechanismus, 
von dem der in Maxwell's ersten Arbeiten angenommene, 
in sechseckige Zellen getheilte Aether eine Idee giebt, in 
Messing auszuführen oder sich in der Vorstellung klar zu 
veranschaulichen,' wäre gleich unmöglich. Hier verlassen uns 
alle Hilfsmittel bis auf die Analysis. 

60. Wir betrachten also jetzt das allgemeinste cyklische B>iycyicein. 
System, in welchem die Position aller Massentheilchen durch 

V + 1 cyklische Variablen /, l^, l^ . . . ly und beliebige 
langsam veränderliche Parameter k^, k^ . . . kn bestimmt ist. 

Boltzmann, Vorlesungen. 4 
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j,^/>>^ jf^ x;'>i\^ie 3»*^e5niizi iiüierüit iitur jesttiitsi: -jnn^rescscirwinäaad 



m.^ /«> <;*► k:iiT>*i Zi^'X :5"r Lie .2^ekrrTt''riJtobeiPF?snng: in esnsBL S 
^/r>»^ <^ ^it^mH-nre inanoüntpr "«m lea "iiiigM3«uii3i i^.twmiftifcfcHiaiflgLBCO- 
^Ä«n^«t »»- AJem i^rruiki ^i, wie wir -r^yn ^^nffln ^Tet^rmronL .imTafnncp. 
•^^w^e«. .iA88 'iitf^t^r-i^^t tnir'ii kar:» Zeir *äiie wesanmii güis»^ Be- 
wes^nö' ^tatrdiuteiL kmn. wie se im L pf Dg 'iaBezibi Ve^clit« 
^o wollen wir ^oransseCBEan.. •iaa» äiii:iL b«£ rascxL ^«rwder- 
liehen .Strömen «üe Bewegrmg in jeftem ELemente aocii dea- 
s^eio^^n Charakter hat, iias» wir also aaek auf sie üe Glei- 
chnn^eQ anwenden können, «üe wir iSr ^escMosacne Siröme 
fanden. Genau genoTmnen geat; nnsere Voraosselxiiii^ nur 
dabin, daaa aach bei ihnen, wie }>& gesädosscaesk Stromeib 
in dem Aosdrncke for die leboidige Kraft das imdiff&- 
renziirte / nicht eingeht. Das aber die langsam rerander- 
licfaen Parameter i, welche die Postionen der pondaablen 
Körper bestimmen , Gesagte gQt ja sdbstrerslindlich jetzt 
ebenso wie fiüber, und andere SpedaUsirongen der allgemeinen 
Oleichnngen der Mechanik haben wir bisher nicht eingeföhrt 
Wir nehmen daher an, dass in den Stromelementen die 
^leieben^ denselben Oleichnngen unterworfenen Mechanismen 
tbMig wind^ wie in geschlossenen Strömen, wenn wir anch 
tWr ffin/idne Stromelemente den experimentellen Nachweis 
hl^rflif nicht direkt liefern können, da in einem einzelnen 
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Elemente für sich ein andauernder Strom nicht erhalten 
werden kann. 

62. Natürlich bleibt dabei die Frage, ob bei sehr 
raschen (den Hertz 'sehen) Schwingungen nicht möglicher- 
weise der Einfluss solcher das undifferenziirte l enthaltender, 
hier nicht berücksichtigter Glieder entdeckt werden könnte, 
eine offene und es ist gerade ein Hauptverdienst der Max- 
well' sehen Theorie, dass sie zahlreiche derartige Fragen 
aufwirft, welche zu neuen Experimenten anregen. (Jeden- 
falls muss sich die Elektricitätsbewegung den hier abzu- 
leitenden Gleichungen nähern, wenn die Schwingungen nicht 
allzu rasch sind). 

63. Mögen nun durch die i' + 1 cyklischen Variablen Äuf^tnm. 
die Zustände ebenso vieler geschlossener Ströme oder Strom- 
elemente definirt sein, jedenfalls werden wir nicht alle v+1 

auf einmal überblicken können. Wir wollen daher von 
vorne herein nur eines davon ins Auge fassen und die 
Wirkung aufsuchen, welche gerade auf dieses Eine ausgeübt 
wird. Wir wollen das ins Auge gefasste kurz den Aufstrom 
nennen und darauf sollen sich die Buchstaben ohne Index 
beziehen. 

Alle übrigen sollen nur da sein, um das elektrische 
Feld zu definiren, in welchem sich unser Aufstrom be- 
findet und es soll gefragt werden, welche Wirkung das 
durch die übrigen Ströme definirte Feld gerade auf den 
ins Auge gefassten Aufstrom ausübt. 

64. Sei m* irgend eine Masse des Systems, welches ub. Kraft 
wir jetzt als Polycykel bezeichnen, deren Geschwindigkeit eyuis.' 
wieder: 

^ = aH' + h\l\ + h\l\ . . + h\l\, (t = 1, 2, 3 . . i?) 

sei. Dann ist: 

if und N sollen Grössen sein, welche das V ohne Index 
nicht enthalten. Hiemach ist: 
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+ r 2^'^*(V^'i + V^'a + • ' ^-*^'-) + ^ 



»=p issp hszv 



== tS"^'^^*^' + V^^m'a%H\+N. 



Wir wollen nun vorläufig den Aufstrom, gleichgültig, 
ob wir uns darunter einen geschlossenen Strom oder ein 
Stromelement vorstellen, mit 8, die Doppelsumme mit J{s), 
die einfache Summe mit A bezeichnen, also setzen: 

24) ^ = Sä' mi{a% /(«) = 12 S ^*öt*6^ Tä. 
so dass: 

25) T=4-^'^+^'^{^) + ^ 

wird. Für zwei Ströme ist l, l^, J{s) mit dem identisch, was 
dort mit l^, l^ und l\ C bezeichnet wurde. 

wown, hidngi 65. Die Grössc /(«) bezeichnen wir als das Moment 

eitiM £r!ü^ unseres Stromes a in dem gegebenen Felde. Diese Grösse 
"^^ ist offenbar abhängig: 1. Von der Natur des Feldes, also 
der Intensität und Lage sämmtlicher anderer Ströme. 2. Von 
der Gestalt und Lage des Aufstroms, aber nicht mehr von 
der Stromintensität in demselben, da ja /' vor das Summen- 
zeichen herausgehoben wurde. Es ist also bei der Defi- 
nition des Begriffs des Momentes von der Stromintensität 
im Au&trome vollkommen abstrahirt. Der Aufstrom ist 
dabei nur als eine im gegebenen Felde liegende geometrische 
Curve aufzufassen. 
^oSS*' *u^ ^^ können in ein beliebiges Feld ein beliebiges Element 
mentesund einer Curve legen. Wenn dieses Element ein Stromleiter 
wäre, würde ihm immer im Felde ein bestimmtes Moment 
zukommen, welches wir einfach das Moment dieses Curven- 
elementes im gegebenen Felde nennen. Jedem Curven- 
elemente kommt in jedem Felde ein bestimmtes Moment 
zu und nach dem Späteren kommt daher auch jeder unge- 
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schlossenen oder geschlossenen Curve ein Moment zu, welches 
einfach die Summe der Momente ihrer Elemente ist. 

66. Aber eins ist zu bemerken: Die Erfahrung lehrt, e^Erfah- 
dass der elektrische Strom immer eine bestimmte Eichtung stwm, hat 
hat. Um diese eindeutig zu definiren, müssen wir eine *"fti«y.*' 
bestimmte Eichtung im Stromleiter s als positiv annehmen. 

Je nachdem die Strömungsrichtung der positiven Elektricität 
mit derselben zusammenfällt oder ihr entgegengesetzt ist, 
ist dann V mit dem positiven oder negativen Zeichen zu 
versehen. 

Aendem wir nichts, als dass wir die entgegengesetzte 
Eichtung von 5 positiv wählen, so ändert sich daher nichts 
als das Zeichen von /'; daher bleiben auch in unseren Formeln 
alle Grössen unverändert; nur die Coefficienten a*, welche 
mit der ersten Potenz von l' multiplicirt erscheinen, ändern 
ihr Zeichen, während alle Coefficienten h unverändert bleiben. 

Es folgt daraus, dass Ä und N unverändert bleiben, 
während /(«) lediglich sein Zeichen wechselt. Wir wollen 
dies letztere symbolisch dadurch ausdrücken, dass wir 
schreiben: 

26) /(-5) = - J{8). 

Diese Gleichung folgt übrigens schon daraus, dass 
durch die blosse Uebereinkunfk, die entgegengesetzte Eichtung 
von 8 als positiv zu wählen, sich unmöglich der Werth der 
lebendigen Kraft T ändern kann. Da aber hierdurch im 
Ausdrucke 25) nur /' sein Zeichen ändert, so muss auch 
dessen Coöfficient /(«) das Zeichen wechseln, während Ä 
und N ungeändert bleiben. 

67. Wir finden nun für die elektromotorische Kraft, Eujunmoto- 
die in unserem Aufstrome wirkt, wenn noch die Bewegungs- fü^w/wwSf. 
hindemisse die Gegenkraft W ausüben nach Gleichung 8, 

Art. 36, den Werth: 

Denken wir uns nun das Feld sammt seinen Ver- 
änderungen gegeben und betrachten bloss die elektromoto- 
rische Kraft L{8)j welche zur Ueberwindung des Wider- 
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iitandM und der durch die Yerändenrngen des Feldes in 
unserem Attfstrome erzeugten Induktion erforderlich ist (d. h. 
hlonn das 2« und 8« Glied der Gleichung 27. Wir betrachten 
al«o 1 « nicht die Wirkung auf die anderen Ströme des Feldes, 
2. aber auch nicht die elektromotorische Eraft^^welche der 
Aufutrom in sich selbst erzeugt und welche durch das erste 
(jlied der Gleichung 27 ausgedrückt wird. Dann ist also: 

28) L{s)^^+W. 

Ks kann übrigens das weggelassene Glied der Gleichung 27 
unter verschiedenen Verhältnissen an sich schon gegen die 
übrigen vernachlässigt werden, so dass das mittlere Glied der 
Gleichung 27 überhaupt die gesammte im Aufstrome in- 
ducirto elektromotorische Kraft angiebt. Dies tritt ein: 
1. wenn die Stromintensitftt im Au&trome sehr Mein ist. 
Dann ist l* sehr klein und das erste Glied verschwindet 
gogou das I weite. Physikalisch ausgedrückt: der Aufetrom 
ist so scliwaoh» dass er selbst nur verschwindend wenig zur 
Charakteristik des Feldes beiträgt; diese und daher auch 
dio im Auflsitvi^me inducirte elektromotorische Kraft rührt 
fast aussohliosslich von den übrigen Strömen des Feldes 
hin\ S. Dasselbe gilt aber auch, wenn der Au&trom nur 
iMU vt?t^5iohwindeuder Theil des Feldes, also nur ein Strom- 
<^lom^ut ist. Dann verschwindet» auch wenn die Strom- 
iutin^sität dainu Miebig ist« eo ipso die Ton ihm erzeugte 
\Virk\u\|t st^n^übw dw durch das ganze übrige Feld her- 
vxu>{t^rut\>u^u und dt^r in i^Unchung 2$ angegebene Werth 
x\^u l.v^^^ Uo6>rl dit^ g^^i^ <^lektnimotorische Kraft L in s. 
1^-%.^ y-ity*^ t^^ Hat I in nu^hn^r^u sich aneinander sdbfiessenden 

^x^v-*'^ Thodt^u tnn<^ 8lrvMuUHU>r^ don^^Ibi?» Werth, wie dies jeden- 
ti^tU ü\ ^ü\t^r j^^rivv^n^ Z^hl sich unmittelbar fidgender 
iv3^xv^ut^*^ttu^un(^ dt>«$:^\KMi ^fVMaiKi axmnommen wanden 
k^^^,\*\ Ä^ li^l vVSx^v.bÄt di^ l^i^ts^Mumtkraft L ,— A welche durch 
Ox.^^ fVUx w >v^ v,v^ÄOirt winix jcUNkt d^ Sssisae ^L {s) der 
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J{s) das Moment eines solchen Theiles, J{2s) das Moment 
des Inbegriffs aller Theile, so hat man: 

daher y da man jedenfalls annehmen kann, dass für / = — oo, 
J{8) = J{28) = ist: 

29.) J{28) = :SJ{s). 

Das Moment eines Inbegriffs mehrerer Stromtheile ist 
also die Summe der Momente der einzelnen Theile. 

Ist J{ds) das Moment eines Elementes ds und theilt man jrdsjutpro- 
dies noch in mehrere (n) kleinere gleich lange und gleich- ^ "^ '• 
beschaffene Elemente d<T, so kann das Moment jedes da 
gleich angenommen werden. Es ist also J{ds) = nJ{do), 
d. h. es ist J{ds) proportional der Länge ds, daher: 

J{ds) = Eds, 
wobei E eine endliche Grösse ist. Dies folgt übrigens auch 
schon daraus, dass nach Gleichung 29 das Moment eines jrsj=^/jds, 
endlichen Stromes: integral. 

30) J{s) =fJ{ds) 

ist, wobei das Integral über alle Stromelemente zu erstrecken 
ist, was nur unter der Bedingung, dass "E im Allgemeinen 
endlich ist, einen allzeit endlichen Werth liefert. 

69. Sei k irgend ein Parameter, welcher theils die pondermno- 
Position des Aufstroms, theils aber auch die solcher Körper ^"d^j^f. 
bestimmt, in welche die vom Aufstrome erzeugte Bewegung *''^'"* 
übergreift. Natürlich wird möglicherweise auch noch die 
Lage anderer Ströme des Feldes durch diesen Parameter 
bestimmt sein. 

Die Kraft K, welche auf k von aussen wirken muss, 
um es constant oder in der durch die Gleichungen aus- 
gedrückten Weise langsam veränderlich zu erhalten, ist dann 
nach Gleichung 6, Art. 31: 

^ Ö7_ _il*^ w dJ{8) __dN 

dk 2 dk dk dk ' 

Hier rührt das erste Glied von der Wirkung des Ä.uf- 
stroms auf sich selbst, das letzte von der Wirkung her, die 
auf die übrigen Ströme des Feldes ausgeübt wird. Die 
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Vjscim^ oob FtiiCH» an! öbl AukiruiiL. w^bäut lor jetEt 
^tiszi^ mic aL^n. iieiriiCiiSBL imc mh ^.>; bngRifihiMu ist 
uaii^ i^di^Ii'jL dun!! (W zwent^ »rrliBL beuiiiuiuL 

J.-n tat Strumhn-eiifiiik: / im AukLniniE ^ir Idsm oder 
u<^ Auitnrum imr «n. unfiudlicd. kieiiiBE. OiäiEir -veradb«»- 
Uisuü*^ Siement ä«s cmize^ Tiüä«^. «o ^vgisdEfriDclfit das 
^sriHre ^^mL. £^ ist hinf* öiaixi äu- fSBBmnae 
^»urih'jiÄr üafe, wei'jiit^ in Ftiigt öbt ^ii^iing mf 
AulKVoni auf oeij PancmetBr i: wiÄi: 



v> iT,** = — 



ll'^ou; Ki'jiL sJjbe Piixameter i um ^ir rnnflni, ist daher die 
li^jsasmic^ Arbeh der panöeramifUirisdhfiii ITi^fe* 

I>a iille Strume in €Üii£LiiQer CTRrfem unä das Zusmnai- 
idiktsi aQer er^ den Zistand d» F^d» liestänsTt so lisst 
»t^ eigemtüidi mdxt Bdhsrf mcLerBdieiden. wi^ciier Theil der 
auf I: '«irkendan paxideramotanBdben £xa& Toa dem anen, 
weldier xon dem andeaiBD Strome Itermbn. falls dardi den 
Parsufteter 1: die Posmaztem m^uerer Strome ^eidizeitig 
beetimnit nnd, aUean wir nn^kes. dass, wem wir den 
Afudmek 31 &r jedes StrconelaBeDl des ¥dde& bilden 
(wo das froher bes^HX^cheaae erste Glied Tcradiwindet) 
und dann alle so gewonnenen Ansdrudoe K{s) addirrai, wir 
«eher die anf k wirkende Gesammtknft nchtig «halten. 
In diesem Sinne eboi wollen wir diesen Ausdruck als d^i- 
jenigen Thdl dra* Gesammtkraft betrachtoi, wdcher Ton 
unserem Strome geliefert wird. Daraas folgt natäilich wieder: 
K{^s) = :SK{s) und J^Ss) = ^/(«). 
EukinOcSm^t- 70. Gleiches gilt Ton dar gesammten lebendigen Kraft 

fU dtf jhi' oder, wie wir dentlidier sagen. Ton der elektrokinetischen 
Energie des Systems; dieselbe ist: 

2 5/'"^ 2 dl\ "*■ 2 dl\ "^ ' ' 
Wir erhalten daher jedenfalls wieder die gesammte 
elektroldnetische Enei^e richtig, wenn wir den Ausdrack: 

l' dT _ VI 
2 dr ^ 2 ' 
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für jeden der Ströme resp. jedes der Stromelemente des 
ganzen Feldes bilden und alle diese Ausdrücke zum Schlüsse 
addiren. Wir können jedem der Ströme gerade diese elek- 
trokinetische Energie V 1:2 zuschreiben und wollen dies 
den Betrag nennen, welchen gerade dieser Strom zur elek- 
trokinetischen Energie beiträgt, und mit T{s) bezeichnen. 

Dies ist freilich wieder in gewisser Beziehung will- 
kürlich, da ja die elektrokinetische Energie nur durch das 
Zusammenwirken aller Ströme entsteht. Es lässt sich also 
nicht strenge unterscheiden, welchen Beitrag jeder einzelne 
Strom dazu liefert. Aber soviel ist wieder sicher: wenn 
wir jedem Theile diese elektrokinetische Energie T{s) zu- 
schreiben und dann die allen zugeschriebene elektrokine- 
tische Energie addiren, so liefert die Summe die richtige 
Gesammtenergie des Feldes. Es ist also: 

Ist wieder entweder /' sehr klein oder zählen wir die 
Elemente des Stromleiters einzeln auf, so dass s ein ein- 
zelnes Element bedeutet, welches für sich allein jedenfalls 
nur verschwindend wenig zum Gesammtcharakter des Feldes 
beitragen kann, so verschwindet das erste Glied und es bleibt: 

33) T{s) = ^ J{s). 



Achte Vorlesung. 

Eigenschaften des Momentes. Stokes' Satz. 



71. Sei das Moment irgend einer geschlossenen Curve s jäu fio- 
zu bestimmen , wobei natürlich eine ümkreisungsrichtung (c^^^^). 
derselben als die positive gegeben sein muss. Wir denken 
uns eine beliebige ebene oder gekrümmte Fläche 0, deren 
Contur jene geschlossene Curve ist und zerlegen diese Fläche 
in unendlich viele unendlich kleine Flächenelemente dx. 



1^6 J^'^^ Ti ifliiiMi, [72. 




Da. jede im Feld« li^geLde dzrre c&s ItcaMDt kil, so nmss 
aiieb die Coutor J6die§ Fjäeheitd^aDeaites ifx em bestinuntes 
lÜKHiieixt bäben. velcbes vir mit J^ir) bfayäHmen vollen, 
vobei oatorlich jedes dx in demselben Sinne, vie « um- 
kreist werdeu miifi& /(0) oder /J'\ßx) sei die Summe der 
Momente aUer dieser ia die Cnrre « eingPMcbnf^en kleinen 
Contnren. Xadi Gleicbnng 30 kann man aber die Con- 
tor jedes Fläcfaenelementes dx vieder in sdir Tide linien- 

elemente zeriegen nnd nacb GHeidinng 
^%' ^'*' 26 beben sieb in der Somme fJ{dM) die 

Momente aller im Lmem der Cnrre s lie- 
genden Linienelemente anf, da jedes 
derselben einmal in dem einen, das an- 
dere Mal im entgi^engesetzten Sinne 
durcblaofen viid; die Elemente aber, 
velcbe in der Contur der Fläche lie- 
gen, liefern zusammen /(s). (S. Fig. 17.) 
Eis lasst sieb also /(«), ebenso gut, 
vie durch das Linienint^ral fJ{ds)j audi durch ein Ha- 
cbenintegral darstellen. Es ist: 
34) J{s) = /J[dx), 

voraus selbstverständlich folgt, dass J(dx) unendlich klein 
vie dx, also von der Form E'dx sein muss, vobei E' 
endlich ist, obvohl es, veun als Linienintegral dai^esteUt, 
in der Form eines Integrals erscheint, das über eine Curve 
erstreckt ist, deren Länge klein von der Ordnung ds ist 

Wenn J{s) als ein über die Fläche erstrecktes 
Flächenintegral fE' dx ausgedrückt erscheint, soU es immer 
mit J{0) bezeichnet Verden, ein Werth, velcher natürlich 
alle Mal nur von der Contur der Fläche und dem 
Sinne, in welchem diese gezogen gedacht wird, nicht von 
der übrigen Gestalt der Fläche abhängt. 
atmpmentm 72. Wir betrachten dieselbe geschlossene Curve, wie 

j. (Oomp- im vorigen Abschnitte, beziehen sie auf ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem und zerlegen sie in unendlich viele 
Curvenelemente da. Jedes derselben ersetzen wir durch 
eine geradgebrochene Linie, deren drei Stücke dx, dy, 
dx parallel den drei Coordinatenaxen sind, während der An- 
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fangspunkt des ersten und Endpunkt des letzten mit dem 
Anfangspunkte und Endpunkte von da zusammenfallt. (In 
Fig. 18 flir einen in einer der Coordinaten-Ebenen Hegenden 
Strom gezeichnet). Den Inbegriff aller dx, dy und d% 
nennen wir die geradgebrochene Li- 
nie s\ Sei s die Contur einer ^^* ^' 
Fläche 0, «' die einer anderen 
Fläche 0', welche sonst überall mit 
zusammenfallen, nur am Sande 
entsprechend der dort zu erfüllen- 
den Bedingung unendlich wenig ab- 
weichen soll. Es ist also dann: 

J(S) = J(0), J{8') = J(0'). 

Nun weichen aber die beiden 
Flächen und 0' nur in Flächenelementen von einander 
ab, deren Summe einen unendlich kleinen Flächeninhalt 
liefert. Das Moment der unendlich kleinen Curven, die 
aus den vier Elementen ds, dx, dy, dz bestehen, muss nach 
dem Bewiesenen unendlich klein, wie der davon umschlos- 
sene Flächenraum sein ; daher muss auch das Moment der 
Gesammtfläche , um welche 4> und O' verschieden sind, 
unendlich Mein sein und der Unterschied zwischen (/(0) 
und J{0') verschwinden. Geht man daher zu wirklichen 
Differenzialen über, so wird «/(0) = J{^') ^^^ daher auch 
J{s) = J{8y 

Bei Berechnung des Momentes kann also jedes Linien- 
element ds ersetzt werden durch seine drei Projectionen 
dx, dy, dx auf die drei Coordinatenaxen. 

Sind die Momente dieser drei Projectionen Fdx, Ody, 
HdXj so ist also: 

35) J{ds) = Fdx + Ody + Hdx. 

73. Da das Moment nur von der Natur des Feldes Momenun- 
und der Gestalt und Lage des Aufstroms abhängt, so können 
F, O, H überhaupt nur mehr von der Natur des Feldes 
und der Lage des Punktes abhängen, durch welche das 
Element ds gelegt wurde. Man kann also von jedem Punkte 
des Feldes aus eine Gerade 31 ziehen, deren Projectionen 
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75. Liegt Zunächst 
(Iam }<1äch6iielenient ix in der a;^-Ebene Fig. 19, wo die 
%'K%^ 9fi%m, den Beschaner hingerichtet zn denken ist, so 
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^) Mftxwell ichlflgt* (treat. on el. vol. I art 22) vor, dies ein 
Wf^lnooordlnAtoniyitem zu nennen^ da sich die Weimanke im selben 
Hlftti» windet f wenn die positive Coordinatenaxe die au&teigende 
HtftfiKd Ist Dns entgegengesetzte heisst dann „Hopfencoordinaten- 
nyst-pm." 
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reducirt sich J{dx) auf /{Fdx) + Ody)y was über die Contur 
von dx, die krumme Linie der Fig. 19 zu erstrecken ist. 

Sei Xq der kleinste Werth von x, welcher einem Punkte R 
dieser Contour zukommt, x^ der grösste der dem Punkte S 
zukommen soll, x und x + dx seien zwei beliebige Werthe 
von X, von denen der erste den beiden Punkten Ä und D, 
der letzte den beiden Punkten B und C der Contur zu- 
kommt. Dann ist: 

fFdx=^fFdx ^jFdx, 

BAB8 BDC8 

wobei F" irgend einen Werth des F in dem oberen Theile 
der Contur bezeichnet. Fassen wir das auf das Längen- 
differenziale AB bezügliche Element des ersten Integrales 
mit dem auf das Längendifferenzial D G des zweiten bezüg- 
lichen zusammen und ebenso das auf jedes Längendifferenzial 
bezügliche Element des ersten Integrals mit demjenigen 
Elemente des zweiten Integrals , das sich auf das vertikal 
darüber liegende Längendifferenzial bezieht, so wird: 

JFdx^ JiF-'F^dx. 

Wird die Ordinatendifferenz je zweier vertikal über- 
einander liegender Längendifferenziale mit t} bezeichnet, 
so ist: 

Da aber die ganze Contur nur unendlich klein ist, 
so kannöi'': dy für jeden Punkt derselben constant betrach- 
tet und vor das Integralzeichen gesetzt werden. Da femer: 

ffjdx gleich dem Inhalte dx der von der Contur um- 

schlossenen Fläche ist, so hat man: 



/ 



Fdx = — ^- dx. 
dy 



Genau ebenso findet man: 



/ 



Gdy = +^dx, 
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Achte Vorlesung. 
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Stoketf Satz 
m Rcaimt. 



daher: 
37) 






76. Hieraus kann leicht der allgemeine Fall, dass 
dx beliebig im ßaume liegt, abgeleitet werden. Wir legen 
dann drei neue Coordinatenaxen (die der |, rjj ^, so dass die 
beiden ersten dem dx parallel, die letzte darauf senkrecht 
ist und sich gegen die angenommene Umkreisungsrichtung 
von dx so verhält wie die alte jr-Axe zur Ueberfuhrung 
der positiven x-Axe in die positive y-Axe auf kürzestem 
Wege (dass die ümkreisungsrichtung eine Weindrehung um 
die positive Of-Richtung ist). Ausserdem sollen die drei 
neuen positiven Coordinatenaxen gegenüber den drei alten 
congruent sein. (Es sollen wieder Weincoordinaten sein.) 
Ist wieder 21 der Vektor, dessen Gomponenten F, G, H sind, 
so hat man zunächst: 

f{Fdx + Q^y + Hdz) = fds^ cos {% ds) = f{^d^ + Wdrj), 

wenn und W die Componenten des Vektors Sl nach der 
neuen x- und y-Axe sind. Letzterer Werth ist aber nach 
dem soeben bewiesenen gleich: 



38) 



dx 



[dS dri) 



Femer hat man bekanntlich, wenn die Cosinus der 
Winkel je zweier Coordinatenaxen nach dem beistehenden 
Schema bezeichnet werden: 
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Substituirt man dies in den Ausdruck 38, so fällt 
dFidx, dO:dy und dHidx ganz heraus, die Grösse: 

dQ dF 
dx dy 

erscheint mit {ocß" — a'ß) dx = y''dx = dv ^) multiplicirt, wobei 
dk, dfjb, dv die Projectionen von dx auf die drei Coordi- 
natenebenen sind. Fällt die Umkreisungsrichtung von dx, 
sobald es um einen spitzen Winkel in die yz-TSbene gedreht 
wird, mit derjenigen Drehung um zusammen, welche die 
positive 2/-Axe auf kürzestem Wege in die positive x-Axe 
überfuhrt, ist also y" positiv, so ist auch dv positiv, sonst vector, com- 
negativ zu bezeichnen. Da die übrigen Glieder des Ausdrucks Quichungm 
38 durch cyklische Vertauschung aus dem eben betrach- tischen lo- 
teten folgen, so ergiebt sich schliesslich: 

' I = ^^^ + ^^A* + ö^^ = ®^^ cös (95, n) , wobei: 

40) a = — — — b = — '^— 0= — — — 

* ~' dy dx ^ ~' dx dx ^ dx dy 

aus einem uns noch freilich verborgenen Grunde die Com- 
ponenten der magnetischen Induktion genannt werden sollen. 
Die Gleichungen selbst sollen die Gleichungen der magne- 
tischen Induktion heissen, und zwar nach ihrer Ableitung 
die Stokes'schen. (Das Wort Influenz wäre freilich im Ge- 
gensatz zur faradischen Induktion passender.) fö ist der 
Vektor (Induktionsvektor), dessen Projectionen auf die drei 
Coordinatenaxen gleich a, b, c sind. Die nach derselben Seite, 
wie früher 0^ gerichtete Normale zu dx wurde jetzt mit n 
bezeichnet. Umschliesst s eine endliche Fläche, so wissen 
wir bereits, dass /(«) die Summe aller J{dx) Flächenelemente 
derselben ist, also: 

r J{s) = f{Fdx + Qdy + Hdx) = fJ{dx) 
' |=/(adA + hdii + cdv) =/S(?xcos(95, n). 

Will man diese Gleichung lieber rein geometrisch, aus 
der Gleichung 37 ableiten, so verfahre man wie folgt: Man 
construire ein unendlich kleines Tetraeder, von dessen Kan- 
ten drei, die sich in der Spitze treffen, den drei Coordi- 



*) Kirchhoff, Vorlesungen über math. Physik 3. Aufl. S. 41 u. 42. 
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der Lage y die Contur von dx in den Punkten Ä und B* 
Es ist nun: 



Vi 



jGdy=f{GB- eA)dy. 



yo 



Habe Ä die Coordinaten x, y, x dagegen B die Coordinaten 
^ + l> 2/j ^ ~ ?5 80 ist also: 



Gb^Oa + I 
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daher: 
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Da fJSdx und fFdx durch cyklische Vertauschung gewonnen 
werden, so ist hiermit die Formel 39 erwiesen. Die For- 
meln 39 und 41 

gelten mit unverän- ^^' ^^' 

dertem Zeichen für -^^ 

Hopfencoordinaten , 
wenn in denselben 
die Hopfendrehung 
als positive Drehung 
gewählt wird , d. h. 
also die Drehung 
von der positiven x- 
Axe auf kürzestem 
Wege gegen die posi- 
tive y-Axe (also von 
der positiven ;t-Axe jp, 
gesehen im Sinne 
des Uhrzeigers ; ent- 
gegen einer gewöhn- 
lichen Schraube, die 
in einer fixen Mut- 
ter in Richtung der wachsenden % fortschreitet). Natürlich 
muss dann auch die Normale n so gelegt werden, dass, 
wenn sie eine Hopfenstange und dx der Erdboden wäre, die 
Drehung der Hopfenranke die gewählte ümkreisungsrichtung 
von dx wäre. Wir aber wollen uns, entgegen sonstiger 

Boltzmann, VorleBungen. 5 
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fttei« besteht, wenn /", O, H beliebige Fnaktionen ron x, 
^, «y ferner ^jr ein beliebiges Fiachenelement und m seine 
Nomale »t nnd die Integratioii fnr Weincooidinntcii wrai-, 
für Hopfencoordinaiten bapfemrendig nber die Contor toh dm 
erstreckt wireL 

77. Da ich die Torliegende Theorie die Maxwell* sehe 
nannte, nnuis ich es entsdnildigen, wenn ich im folgenden 
Ton Mazweirs Wege abweiche. Dieser betrachtet nandich 

nnn sogleich den Magnetismns, wo- 
dnrdi es den Anschein gewinnt, als 
ob derselbe als ein Ton der Elektri- 
dtät yerschiedenes Agens betrach- 
tet würde. XJm jeden derartigen 
Schein zu yermeiden, wollen wir 
dagegen zunächst bloss Ton Sole- 
noiden sprechen. 

Wir dachten ans bisher die 
kleinen Ströme dje so angeordnet, 
dass sie mit ihren Contnren an- 
einanderstossen. Wir wollen jetzt 
eine andere, die perlschnnr-, rosen- 
kranzartige oder solenoide Anord- 
nung derselben betrachten. Sei eine 
beliebige Curve SN Fig. 22 durch 
beliebig viele äquidistante Punkte 
(Ä, B, C), von denen v auf die 
Längeneinheit entfallen , in sehr kleine Elemente dS= AB 
^ BO... s 1:p getheilt. Eine gleiche Zahl congruenter 
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Scheibchen von sehr kleinem (nicht vielleicht gerade unend- 
lich kleinem) Flächeninhalte dx werde so angeordnet, dass alle 
senkrecht zur Curve und ihre Schwerpunkte in A, B, C . . 
liegen. Die Contur eines jeden Scheibchens werde von einem 
elektrischen Strome von der (für jedes Scheibchen gleichen) 
Intensität Vs durchflössen, und zwar weinwendig, d. h. da 
wir uns die Curve SN (und ebenso ihre Längenelemente 
^S) von S gegen N gerichtet denken, dem Sinne des Uhr- 
zeigers entgegen, wenn das Auge vom Punkte N auf die 
Scheihchen blickt. 

Das ganze System heisse das Solenoid S, welcher Buch- 
stabe zugleich die Länge der Mittellinie SN des Solenoides 
bezeichnet. Befindet sich dasselbe in einem beliebig ge- 
gebenen elektrischen Felde , so ist das Moment des Stromes, 
welcher ein Scheibchen umkreist nach Formel 39 d. vor. Art. : 

J[dx) = dx{aco9{dS,x) + bcos{dS, y) + cGO%{dS, x)\ 
Bezeichnet man die Projectionen des Elementes dS der 
Mittellinie auf die drei Coordinatenaxen mit dx, dy, dx, 
so ist wegen dS = l:v 

J{dx) = vdx{adx + bdy + cdz). 
Das Moment des ganzen Solenoides ist nach Gleichung 29 
Art. 68: 

43) J{S) = vdxf{adx + hdy + cdx), 

wobei die Integration von dem Anfangspunkte Ä bis zum 
Endpunkte N der Mittellinie zu erstrecken ist. 

Es ist wichtig zu bemerken, dass a, h, c bloss von 
der Beschaffenheit des Feldes, in welchem sich das Sole- 
noid befindet, dagegen die übrigen Grössen bloss von der 
Beschaffenheit des Solenoides abhängen, bis auf J, worin 
beiderlei Grössen gemischt vorkommen. Setzen wir: 

44) ßfldx + hdy + cdz) = gp, 
also: 

so wird auch (p bloss von der Natur des Feldes, dem an- 
genommenen Anfangswerthe und, wenn es kein vollständiges 
Differentiale sein sollte, vom Integrationswege abhängen. 
Es ist dann einfach: J{S) = vcpdx. 

5* 



une 

Kraft 



68 Achte VorleBiing. [78. 

7. Erf^ 78^ Multiplicirt man diesen Ausdruck mit — /'^ und diffe- 

^^^Ki^ldZ ^^^^^ partiell nach den Coordinaten, welche Gestalt und 
^^iL}^ Lage der Mittellinie des Solenoides bestimmen, so erhält 
man nach Gleichung 31 Art 69 die ponderomotorischen 
Kräfte , welche im gegebenen Felde auf das Solenoid wir- 
ken. Wir nehmen nun als durch die Erfahrung gegeben 
an, dass auf geschlossene Solenoide, d. h. auf solche, für 
welche die beiden Punkte N und S zusammenfallen, in 
einem homogenen Medium niemals eine Kraft wirkt, wenn 
die Ströme des Feldes nicht durch die Scheibchen des So- 
lenoides hindurchfliessen. Daraus folgt also, dass alle 
Differentialquotienten von ip nach aUen, Gestalt und Lage 
der Mittellinie bestimmenden Variabein Null sind; dass (p 
für ein geschlossenes Solenoid eine von Gestalt und Lage 
der Mittellinie vollkommen unabhängige Constante ist. 

Wenn die Mittellinie des Solenoids nicht von den dem 
Felde angehörigen elektrischen Strömen umschlossen wird, 
so muss diese Constante gleich Null sein. Denn dann kann 
das Solenoid, ohne Ströme des Feldes zu durchkreuzen, in 
unendliche Entfernung gebracht werden. Wir nehmen aber 
an , dass in unendlicher Entfernung jede Wirkung des Fel- 
:^e8 aufhört, dass also dort J, welches ja nach seiner De- 
finition die Wechselwirkung zwischen Feld und Solenoid 
misst und nur Glieder enthält, die von dem Zusammen- 
wirken beider abhängen. Null ist. Wäre das Solenoid ganz 
in einer von Elektricität durchströmten Schale eingeschlossen, 
so könnte ohne erhebliche Störung des Feldes in diese immer 
ein unendlich kleines Loch gemacht werden, durch welches 
das auf eine einzige Linie zusammengeschobene Solenoid 
hinaus und in unendliche Entfernung gebracht werden 
könnte. 

Wird dagegen die Mittellinie des Solenoids von einem 
oder mehreren Strömen des Feldes umschlossen, so kann 
dasselbe nicht ohne Zerreissung oder Durchkreuzung in 
unendliche Entfernung gebracht werden; dann braucht y 
nicht gleich Null zu sein, bleibt aber noch immer con- 
stant, wenn die Mittellinie ihre Gestalt beliebig ändert^ 
so lange nur keiner der Ströme des Feldes durchkreuzt wird. 
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Daraus folgt nach bekannten Sätzen der Theorie der 
Differentialausdriicke, die besonders in der Theorie com- 
plexer Funktionen Anwendung finden , dass d(p in jedem 
Baume, der nicht von den elektrischen Strömen des Feldes 
durchsetzt wird, ein vollständiges Differentiale ist und (p 
selbst eindeutig bleibt, solange nicht durch den Integra- 
tionsweg Ströme des Feldes umfasst werden. 

79. Ist das Solenoid ein ungeschlossenes, so werden fZ^^^g^ 
also bloss Kräfte vorhanden sein, welche auf seinen An- »»o^- 
fangspunkt und Endpunkt wirken; auf alle anderen Va- 
riabein, welche bloss den Verlauf der Mittellinie zwischen 
diesen beiden Punkten bestimmen, werden keine Kräfte 
wirken. Bezeichnen wir den Werth von (p für den Punkt 
N mit keinem Index , den für den Punkt S aber mit einem 
Striche, so wird nach Gleichung 43 f&r ein homogenes 
Medium: 

J{S) = vdx{(p—(py 
Sind X, y, % die Coordinaten des Punktes N und X, Y, Z die 
Componenten der auf diesen Punkt im Felde wirkenden 
Ejraft und setzt man das Produkt 

46) vl'sdx = m, 
so findet man also: 

47) X=.-m'£, r=-n.|?, Z = - m% 

oder nach den Gleichungen 45: 

48) X = ^ ma, F=— mb, Z = — mc. 
Dieselben aber gerade entgegengesetzt bezeichneten Aus- 
drucke gelten für das andere Ende ä des Solenoides. 

Wir können jetzt N als den Nordpol des Solenoides 
und m als die Intensität dieses Nordpols bezeichnen. Es 
ist die Menge Nordmagnetismus, welche daselbst concentrirt 
gedacht werden mtisste , um die Wirkung des Solenoids zu 
ersetzen. Eine gleiche Menge Südmagnetismus müsste na- 
türlich in S concentrirt gedacht werden. Durch die Zahl 
m ist das Solenoid vollkommen charakterisirt. Alle Sole- 
noide, flir welche m und die Lage der beiden Enden die- 
selbe ist, verhalten sich in allen ihren Wirkungen voll- 
kommen gleich. 
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80. Der Fall, wo die Mittellinie des Solenoids von 
elektrischen Strömen umschlossen wird, also (p mehrdeutig 
ist, bedarf einer näheren Erläuterung. Wir denken uns 
da zunächst einen unendlichen geradlinigen Strom (Fig. 28) 
AB von der Intensität /' und der Richtung von Ä gegen 
B und in der Entfernung r davon den Nordpol N eines 

Soleno.ides von der Intensi- 
tät m, während sich der 
Südpol des Solenoides in 
so grosser Entfernung be- 
findet, dass er keine be- 
merkbare Einwirkung er- 
fährt. 

Wir nehmen als durch 
die Erfahrung gegeben an, 
dass die Kraft P, welche 
ein solcher Strom auf den 
Solenoidpol ausübt, erstens 
der Intensität des Stromes T, 
zweitens der Intensität m des 
Solenoidpols proportional, 
drittens der Entfernung beider r verkehrt proportional ist und 
viertens auf der Ebene -4 -BiV senkrecht steht und ihrem Sinne 
nach durch die bekannte Ampere 'sehe Schwimmerregel de- 
finirt ist. Der Nordpol wird also weinwendig, d. h. wenn das 
Auge von B aus darauf blickt, dem Uhrzeiger entgegen um 
den Strom herumgedreht. Diese Gesetze wurden von Bio t 
und Savart (freilich für einen Magnetpol) experimentell ge- 
prüft. Wir setzen daher, um mit Max well's Bezeichnung 
der Constante in Einklang zu bleiben: 

P= 2fjLmV:r. 
Es ist nun die Arbeit zu berechnen, welche geleistet 
wird, wenn der Strom fix ist, aber der Solenoidpol eine 
beliebige geschlossene Curve NQRÜ Fig. 23 beschreibt. 
Sei NQ ein Element dieser Curve, N'Q' dessen Projection 
auf eine Ebene, welche durch einen beliebigen Punkt 
des Stromes senkrecht zu diesem gezogen ist und N'T± ON'» 
Dann hat N'T die Richtung der Kraft P und es ist die 
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Arbeit, welche vom Solenoidpole auf dem Wege ^0 ge- 
leistet wird: 

Beschreibt daher N eine geschlossene Curve, so ist die 
Arbeit gleich Null, wenn diese den Strom nicht umfasst, 
dagegen AniimV, wenn sie den Strom einmal weinwendig 
umschlingt. Es ist noch zu bemerken, dass dies die Arbeit 
ist, welche bei Bewegung des Pols in sichtbare lebendige 
£[raft oder in Arbeit gegen die die Bewegung verlang- 
samenden Aussenkräfte verwandelt, also der Elnergie des 
Mediums entzogen und durch die galvanische Batterie wieder 
nachgeliefert wird, die den Gegeninduktionsstrom in ^jB 
aufheben muss. 



Ifeunte Vorlesung. 

Elektrische Ströme in Körpern. 



81. Wir gehen nun wieder zur Betrachtung eine^ völlig stmmm^ im 
neuen Falles über. Wir setzten bisher immer nur lineare 
Stromfäden voraus. Wir wissen aber, dass auch räumliche 
dreidimensionale Körper von Elektricität durchströmt wer- 
den können; ja dass das letztere sogar der einzig praktisch 
realisirbare Fall ist, der sich dem eines linearen Strom- 
fadens nur mehr oder minder nähern kann. 

In einem solchen räumlich ausgedehnten, von Elektri- »- Erfahr- 
cität durchströmten Körper hat aber die elektrische Strö- strmt in 
mung an jeder Stelle eine bestimmte Bichtung, und weder eten/wu gt^ 
diese noch die Intensität der Strömung ändert sich sprung- 
weise (höchstens mit Ausnahme verschwindend weniger 
Stellen), so dass wir für alle unmittelbar benachbarten 
Punkte Stromrichtung und Intensität im Allgemeinen gleich 
voraussetzen können. Wir können uns die Sache dann immer 
so denken, als ob der Körper von unendlich vielen unend- 
lich dicht aneinander liegenden Stromfäden durchzogen 




72 Neunte Vorlesung. [82. 

würde, deren jeder die früher einzelnen Stromfaden bei- 
legten Eigenschaften besitzt. 

Wir legen durch einen Punkt P des Körpers ein un- 
endlich kleine^ Flächeneletnent dq Fig. 24 senkrecht zu 
den Stromfäden. Mdq sei die Zahl der Stromfäden , welche 
durch dq hindurchgehen, V die Stromintensität in einem 

einzelnen derselben. Wir können 
^- 24. aig^ ^ a^lg ^^ 2ahl der Stromfäden 

bezeichnen, die durch die Einheit 
des Querschnittes normal hindurch- 
gehen, oder besser gesagt, hindurch- 
gehen würden, wenn der Strömungs- 
zustand, der gerade im Punkte P 
herrscht, in einem endlichen Theile 
des Körpers gleichmässig herrschen 
würde. Das Produkt MV nennen 

stTondichtig- wir dic Stromdichtigkcit im Punkte P. Da wir uns den 
elektrischen Strom nicht nothwendig als Strom eines 
Fluidums denken, wollen wir es noch als eine beson- 

t- fi^wpo'ÄMe. dere Hypothese aufifassen , dass mehrere unendlich nahe 

Buperpos. der r>i 

^^L^ parallele Ströme einem einzigen äquivalent sind, dessen 
8Mme. Intcusität gleich der Summe ihrer Intensitäten ist. Freilich 
wäre ohne diese Hypothes^^ die Aufstellung von Formeln 
für räumliche Ströme kaum möglich. Theilt sich dann ein 
Büschel von Strom&den, die anfangs unendlich nahe waren, 
in zwei getrennte Büschel, so habä'n wir den Vorgang der 
Stromverzweigung. 

82. Wir denken uns nun einen Solenoidpol an die be- 
treffende Stelle gebracht und berechnen nach zwei Methoden 
die Arbeit Ä, welche derselbe leistet, wenn er eine beliebige 
unendlich kleine, in einer Ebene liegende, durch den Punkt 
P gehende geschlossene Curve o* in einer bestimmten TJm- 
kreisungsrichtung durchläuft. Durch Grleichsetzung beider 
Werthe von Ä gewinnen wir dann drei Gleichungen. 

Die Arbeit, welche bei der Bewegung durch ein Längen- 
element d (T der Curve geleistet wird, ist nach Formel 32 Art. 69 : 
49) ^ = - VgdJ{8), 

wobei dJ{S) die Veränderung ist, welche das Moment des 
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Feldes J{8) auf das Solenoid erfährt, wenn der Pol die 
Strecke da zurücklegt. Wir denken uns nun im Körper 
einen den Punkt P umschliessenden Cylinder Z construirt 
(Fig. 24), der zwar auch unendlich klein, aber unendlich 
gross gegenüber der Curve tr ist. Seine Axe soll die Länge 
ds haben und parallel den Stromfäden sein, ds soll sehr 
gross gegenüber den Querdimensionen des Cylinders und 
diese wieder sehr gross gegenüber der Curve a sein. 

Wir theilen Ä in zwei Summanden B und C; B soll 
diejenigen Glieder der Gleichung 49 enthalten, die von 
allen ausserhalb des Cylinders liegenden Stromtheilen her- 
rühren, also die Arbeit darstellen, welche gegen die von 
ihnen ausgeübten Kräfte geleistet wird. C dagegen be- 
zieht sich auf die innerhalb des Cylinders liegenden Strom- 
theile. 

Wir können uns die Mittellinie des Solenoids dabei 
beliebig biegsam und ausserhalb des Cylinders Z bei der 
Arbeitsleistung Ä immer nur sich in sich selbst verschie- 
bend denken. Dann wird also keiner der ausserhalb Z 
liegenden Stromtheile vom Pole umkreist; es ist keine Ver- 
anlassung zu einer Discontinuität oder Mehrdeutigkeit des 
Integrales 44 für diese Ströme vorhanden. Daher ist für 
sie Anfangs- und Endwerth von J{S) gleich und der Aus- 
druck 49 (vgl. Gleichung 43) über die geschlossene Curve <y 
integrirt liefert für sie den Werth Null. Es ist also B = o. 

Bei Berechnung von C aber kann man jeden innerhalb 
des Cylinders Z liegenden Stromfaden als Gerade und un- 
endlich lang betrachten. Es ist also nach dem am Schlüsse 
der vorigen Vorlesung Gefundenen die Arbeit ebenfalls 
gleich Null für alle Stromfäden, welche nicht durch die 
Curve (T hindurchgehen. Für alle Stromfäden zusammen- 
genommen, welche hindurchgehen, ist die Arbeit 
50) C = ^ == 4nfjimMtdq. 

Man würde noch einfacher zum Ziele gelangen, wenn 
man sich bei Ableitung dieser Formel auf neuere Versuche 
von Joubin^) beriefe, welcher direct die Kräfte experimen- 



^) Joubin, Compt. rend. der Par. Akad. Bd. 110 p. 231. 



dickte. 
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teil bestimmte, die auf einen in durchströmter Eupfersulfat- 
löBung tauchenden Magnetpol wirken. Da aber diese Ver- 
suche weniger bekannt sind und ihr Resultat auch vielleicht 
weniger zweifellos feststeht , so zog ich es vor, von den 
Versuchen Biot's und Savart's auszugehen. 
o^ponetittn 82. Wir bezeichnen nun die drei Grössen: 

51) u = MV cos (r, x), V = MV cos {V, y), 

w = Mt Q0%{1\ x)j 

(wobei /' die Richtung der positiven Strömung ist, die mit 
der Cylinderaxe ds zusammenfällt), als die Componenten 
der Stromdichte im Punkte P, femer den von der Curve (t 
umschlossenen Flächeninhalt mit dx^ endlich die Normale 
zu dieser Curve mit n. Der Sinn dieser Normalen ist wieder 
so zu wählen, dass die angenommene ümkreisungsrichtung 
der Curve o* die weinwendige ist. Es ist dann: 
dq = dx cos (/', n) = dx [cos (/', a?) cos (w, x) + cos (/', y) cos (n,y) 

+ cos (r, x) cos (n, «)]. 
Daher liefert Formel 50: 

52) A = ^npLmdx\u cos {n, a;) + t? cos {n, y) + w cos [n, «)]. 

Nun wollen wir die Grösse Ä nach der zweiten Methode 
berechnen, indem wir die Kräfte X, Y, Z, welche auf den 
Solenoidpol wirken, den Gleichungen 48 entnehmen. Da- 
mals wurde (siehe Gleichung 46 und 47) gesetzt: 

V ,/ dJ{S) w ,, ö(7 

Die letzte Gleichung folgt aus dem am Schlüsse des Art. 64 
Gesagten. C ist die in der vierten und ftlnfben Vorlesung 
so bezeichnete Grösse. Aus Gleichung 19 Art. 50 und dem 
unmittelbar nach ihrer Entwickelung Gesagten folgt, dass 
— Xdx — Ydy — Zdx die der elektrokinetischen entnom- 
mene, in sichtbare verwandelte Energie ist. Substituiren 
wir in diesen Ausdruck die Werthe 48 und integriren wir 
über die Curve o-, so erhalten wir: 

A = mf[adx + hdy + cdx). 

Da, wie wir bereits bemerkten, die Formel 42 Art. 76 

« 

immer gilt, wenn darin F, ö, H beliebige Funktionen von 
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X, y, % sind, so können wir daselbst auch a, b, c für Fy H, O 
substituiren, und erhalten: 

Ä = wrfx[(|j - II) cos (n,x) + (ll - ll) cos (n, y) 

Setzen wir dies dem Ausdrucke 52 gleich und be- stoju^ 
denken, dass die Gleichheit für ganz beliebige Werthe der ^^ül^^' 
Cosinus gelten inuss, so erhalten wir die drei Glei* 
chungen: 

!. de db ji da de 

. db da n 

88. Es handelt sich noch darum, auch die Bedeutung 
der übrigen Grössen bei der Strömung in körperlichen Lei- 
tern zu fixiren. Wenn wir zunächst zur Gegenkraft der 
Bewegungshindemisse übergehen wollen, so haben wir strenge 
zwischen Leitern und Dielektricis zu unterscheiden. Da 
das Wort „Widerstand" leider zur Bezeichnung des mit ca 
bezeichneten galvanischen Leitungswiderstandes gebräuchlich 
ist, so müssen wir uns wohl hüten, statt „Gegenkraft der 
Bewegungshindemisse" ebenfalls das Wort „Widerstand" 



^) Das bisher Gesagte gilt nur im homogenen isotropen Mediiun. 
Eine an verschiedenen Stellen verschieden concentrirte Eisenchlorid- 
lösung giebt ein Beispiel eines inhomogenen isotropen Mediums. Ver- 
suche in solchen Medien liegen noch gar nicht vor. Am ersten kann 
man noch aus den Grenzbedingungen , die fUr Trennungsflächen zweier 
verschiedener Körper gelteii, also gewissermaassen durch Umkehrung 
der Methode, welche die Grenzschichten als dünne, aber continuirliche 
Uebergftnge betrachtet, auf das Verhalten solcher Medien einen Schluss 
ziehen. So viel ist sicher, dass geschlossene Solenoide, welche auch 
im Innern von einem inhomogenen Medium erfüllt sind, Kräfte nach 
Aussen ausüben würden und dass daher die einfachste Verallgemei- 
nerung unserer Gleichungen darin besteht, dass wir für solche Medien 
setzen: 

Ia^s. ^(^-i^) ^(^'M') .^ _ d(a:ti) djeifj) 

R^x i y dx dx dx 

dx dy 
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zu gebrauchen, weil sonst Verwechslungen dieser, wie schon 
im Artikel 43 auseinandergesetzt wurde, total verschie- 
denen Grössen unyermeidlich wären. 
^'jSSTu^' Betrachten wir zunächst einen Leiter : daselbst ist die 

iS%rt*JirÜ» Gßgöiikraft der Bewegungshindernisse in einem einzelnen 
^<^««<2" Strom&den Tr=ö>r. Wir setzen voraus , dass sich gerade 
*rag. so, wie es für die elektromotorischen Kräfte schon durch 
die dritte Hypothese Artikel 61 bedingt ist, auch diese 
Gegenkraft aus unendlich vielen Summanden zusammensetzt, 
von denen je einer Vd(o von je einem Elemente ds des 
Stromfadens herrührt, und dass dann die in der vierten 
und ftLnft^n Vorlesung entwickelten allgemeinen mechanischen 
Beziehungen nicht bloss ftb: jeden Stromfaden als Ganzes, 
sondern auch für jedes Element da desselben gelten. Dann 
ist also: 

W^ CVd(o=(^MV. 

Den Werth von MV erhält man, wenn man die Gleichungen 
51 der Reihe nach mit cos (/', x), cos (/'^ y), cos (/', x) multipli- 
cirt. Es folgt dann: 

W = f-^ [w cos {V, x) + V cos {V, y) + w cos (/', «)]. 

Pifdwk?"-' Seien ferner |, iy, f die Componenten der äusseren 

T^f^ Kräfte, welche die Bewegung der Elektricität in dem Ele- 
•uA in c<mr meute ds unseres Stromfadens antreiben; dann ist die Kraft, 
^r^^ welche in der Richtung von V wirkt, 

|cos(r, rc) + iyco8(r, y) + Scos(r, %), 

daher die Gesammtkraft im Stromfaden: 

/'[|cos(r, x) + ^cos(r, y) + Scos(/', %)\ 

Endlich ist nach Formel 30 und 35 Art. 68 und 72: 

J{i) ^ fda [Fcos {V, x)+ cos (/', y) + Hcos (/', x)\ 

Wenn keine sichtbare Bewegung der ponderablen Körper 
eintritt, wird also: 

^•^W r^ \dF „, . , dQ /,/ V , dH 



dt 



= fds \-gj cos {r, x) + -^ cos {V, y) + -j^ cos (/', z) 



55) 
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Die Gleichung 28 Art. 67 liefert daher: 

f[i cos {y, x) + f] cos (/', y) + ^ cos {V, z)] 

=Jds [g cos(r, x) + ^ cos (/', y) + ^cos (/', z) 

+ l-^ \u cos (/', x) + V cos (/', y) + w cos (/', z). 

Nach den gemachten Annahmen muss die obige Gleichung 
für alle Elemente ds einzeln erfüllt sein ; es muss also zu- 
nächst sein: 

I = Xj ds^ ^ = Fj ds, C = ^1 d^> 
wobei -Xj, Fj, Zj endliche Grössen sind und die Componen- componentm 
ten der die galvanisch geleitete Strömung im betreflfenden nisehen Kraft. 
Punkte des Körpers antreibenden äusseren elektromoto- 
rischen Kraft (Chemismus, Thermoelektricität) darstellen. 
Femer muss sein 

, 2dds 

d(o^-^, 

wobei die endliche Grösse C die specifische Leitungsfähig- sped/uche 
keit des Körpers im betreflfenden Punkte heissen soll. ^u^iSa. 
Diese Formel zeigt zugleich, dass der galvanische Wider- 
stand dct) des Elementes des Stromfadens der Länge ds 
desselben direct und dem Querschnitte verkehrt propor- 
tional ist, da ja M Stromfäden auf die Querschnittseinheit 
entfallen und folglich 1 : if als Querschnitt eines Fadens zu 
betrachten ist. 

Die Anwendung der Gleichung 55 auf ein einzelnes 
Element liefert nach Substitution dieser Werthe: 

6e)„.<7(x,-^, .= c(F.-i2). .-c(^-^). 

84. Für die in der Zeit St in einem Stromfaden von jmat't 
der Länge ds entwickelte Joule'sche Wärme liefert die voiumeu- 
Gleichung 17 (Art. 50): 

d(oV^St==~V^St. 

o 

Das Volumelement von der Länge ds und dem Querschnitte 
dq , also dem Volumen dq ds = dr enthält Mdq solcher 



menU. 
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Fäden , daher ist die darin während der Zeit St entwickelte 
Joule 'sehe Wärme Mdqmal so gross, also gleich: 

57) dl^^V^St = ^{ifl + v^ + w\ 

Eidaroiän«' Die elektrokinetische Energie in einem Elemente ds 

tiaehe Energie , r, ^ ^ 

eine* Volum- euies Stromfadcns ist nach Gleichung 33 (Art. 70): 

üeitnentee. 

L j^s) = y (l5 [i^cos (/', x)+ O COS (/', y) + Hcos {V, »)], 

die im Volumelemente dr von der Länge ds und der Quer- 
schnitte dq also: 

dE=^dT [Fcos (/', x) + G cos (r, y) + cos (/', x)\ 

ckm^oMnten 85. Gcuau SO uchmeu wir in einem Volumelemente dr 

tritdtm Po- von der Länge ds und dem Querschnitte dq eines Dielek- 
**'^* tricums Mdq parallele, durch Aenderung einer dielektri- 
schen Verschiebung / entstehende Ströme an. Nur ist 
jetzt die Gegenkraft der Bewegungshindemisse W dem un- 
differentiirten / proportional. Wir müssen daher setzen: 
59) Ml cos {l, x) = f, Ml cos {l, y) =' g, Ml cos {l, z) = h; 
f, g, h sollen die Componenten der dielektrischen Polarisa- 
B^hungeeuk- tion dor Volumcueinheit heissen. Wir wollen femer die 

tromotontche 

^^^n- Componenten der im Dielektricum wirkenden äusseren elek- 
tromotorischen Kräfte mit X^,' F,, Z^ bezeichnen und sie die 
Componenten der reibungselektromotorischen Kräfte nennen, 
womit wir nicht etwa behaupten wollen, dass im Dielektri- 
cum nur durch Reibung Elektricität erregt werden könnte, 
ja nicht einmal, dass überhaupt die mechanische Reibung 
die eigentliche Ursache der Elektricitätserregung daselbst 
sei.^) Diese drei Grössen treten in der Gleichung 55 an 
die Stelle von X^, Y^, Z^\ an Stelle von w, v, w tritt 

df dg dh . 
dt' d~t' dV 

^) Um dies sowie schwerföllige Wortzusammensetzungen zu ver- 
meiden und gleicjizeitig einen sicher Würdigen nach beliebten Mustern 
zu feiemj könnte man dem Galvanismus den Guerikismus gegenüber- 
stellen und X^j Y^y Zi die guerikischen Kräfte nennen. 
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endlich an Stelle von C eine andere Constante ä: 47i, welche Ditiektrisv- 
Wir die Dielektnsirungszahl oder Dielektricitätsconstante 
nennen wollen. Gerade so, wie wir aus der Gleichung 55 
die Gleichungen 56 gewonnen haben , so ergeben sich jetzt 
die folgenden Gleichungen: 

' \2 dt} ^ \3 dt)^ DUUktrisi- 

60) { rungtgUi' 

Für die Energie der dielektrischen Polarisation im Energie der 
Yolumelemente dr aber ergiebt sich aus der Gleichung 18 Poiaruatum 

/ A .^ RAN *** einem Vo~ 

{Art, 5U): lumelemenU. 

61) dn^^^(f^+g^ + h% 

Es ist hierbei noch wohl zu bemerken, dass im Dielektri- 

cum die Stromcomponenten w, v, w immer die Werthe 

a<%\ ^f ^9 dh 

^^^ Tt' Jf' Tt 

haben, welche Werthe namentlich auch, sobald es sich um 
ein Dielektricum handelt, in den Stokes'schen Stromgleichun- 
gen 53 und 54 Art. 82 substituirt gedacht werden müssen. 

86. Selbstverständlich giebt es zwischen reinen Leitern 7. Hypotuefe. 
und reinen Isolatoren Zwischenstufen, sogenannte Halbleiter tumsprinc^ 
oder besser gesagt, leitende Dielektrica; denn die wesent- DuiacMcum. 
liebste Eigenschaft derselben besteht weniger in ihrem zu- 
meist sehr grossen Leitungswiderstand, sondern vielmehr 
darin, dass neben der elektrischen Leitung sich darin auch 
dielektrische Polarisation bemerkbar macht. 

Die experimentelle Untersuchung dieser Zwischenstufen 
bietet gerade die grössten Schwierigkeiten, da die Ober- 
üächenleitung und ausserdem bei festen Körpern die In- 
homogenität, bei Flüssigkeiten der Feuchtigkeitsgehalt und 
anderes sehr stören; daher ist es erklärlich, dass ausser 
einigen bestätigenden Versuchen von Cohn und Arons^) 
die Maxwell'sche Annahme über das Verhalten dieser Halb- 
leiter noch keine experimentelle Prüfung gefunden hat und 



1) Wied. Annalen Bd. 28, S. 454, 1886; Bd. 33, S. 13, 1888. 
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daher heutzutage wohl noch als Hypothese bezeichnet werden 
muss. Dieselbe besteht darin , dass in Halbleitern dielek- 
trische Polarisation und galvanische Leitung sich unbehin- 
dert superponiren, die eine durch die Dielektrisirungsglei- 
chungen 60 , die andere durch die Widerstandsgleichungen 
56 bestimmt. Die äusseren elektromotorischen Kräfte, welche 
auf die dielektrische Polarisation wirken, können dabei 
möglicherweise andere sein und daher andere Werthe haben^ 
wie diejenigen, welche auf die galvanische Leitung wirken; 
daher wurde zwischen -Xj, Y^, ZjUnd-S^, F^, Z^ unterschieden. 
Als elektromotorische Kräfte der Liduction aber: 

dF:dt, dGidt, dHidt 

sind in beiden Fällen dieselben Werthe einzuführen, und 

zwar ist bei ihrer Berechnung die gesammte elektrische 

Stromstärke, sowohl die galvanische als. auch die durch 

Aenderung der dielektrischen Polarisation bedingte , welche 

letztere durch die Ausdrücke 62 gegeben ist, einzuführen. 

componetuen Um Lrungeu vorzubeugen, wollen wir daher jetzt die Com- 

und de* gaiv. poueuten der gesammten elektrischen Strömung mit u, v, w,, 

%rJit^ die der galvanisch geleiteten Strömung allein aber mit p, q,. 

r bezeichnen, so dass wir haben: 

Widerstand»" ^ir erhalten dann statt der Gleichungen 56 die folgenden: 

In den Gleichungen 53 und 54 dagegen ist nicht jo, q^ r für 
u, V, w zu substituiren, sondern diese Gleichungen gelten 
ungeändert für das leitende Dielektricum und u, v, w haben 
in denselben die durch die Gleichungen 63 definirte Be- 
deutung. 

Ist die Hypothese, welche diesen Gleichungen zu Grunde 
liegt und von uns als die 7. bezeichnet wurde, auch heute 
noch nicht ganz feststehend, so fassen unsere Gleichungen 
doch jedenfalls in der einfachsten Weise die für Leiter 
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und Nichtleiter geltenden Relationen einheitlich zusammen, 
indem sie in die für Leiter geltenden übergehen, wenn wir 
die Dielektrisirungszahl ä = o setzen, dagegen in die für 
Dielektrica geltenden, wenn die Leitungsfähigkeit G = o ist. 
Man sieht leicht, dass diese für leitende Dielektrica 
aufgestellten Gleichungen ganz denjenigen entsprechen, 
welche wir für das durch Fig. 9 dargestellte Schema fanden 
und in Artikel 53 als die Gleichungen 23 bezeichneten. 
Den dort mit M^ oder M^ bezeichneten Kräften entsprechen 
jetzt -Xj^ Fj, Zj, den mit N^^ N^ bezeichneten Xg, Y^, Z^\ 
den Grössen n [n^ oder n^ und m' entsprechen f, g, h und 
p, q, r, den V aber u, v, w; endlich den Constanten « und 
^ die jetzt gebrauchten Constanten 1 : G und An :k. 



Zehnte Vorlesung. 

Gesetze der stationären und angenähert statio 

nären Strömung. 



87. Wir haben nun die Aufgabe der Ableitung der 
Grundgleichungen im Wesentlichen gelöst und es ist hier 
nicht meine Absicht, mich in eine weitläufige Anwendung 
derselben auf specielle Fälle einzulassen. Nur die Her- 
leitung der einfachsten Grundgleichungen der alten Elektri- 
citätstheorie und Optik soll noch angeschlossen werden, da- 
mit der Sinn der gefundenen Gleichungen nach keiner Rich- 
tung dunkel bleibe. Wir wollen zunächst einige Gleichungen 
ableiten, welche nur Consequenzen der* vorhergehenden 
Formeln darstellen, aber deren Kenntniss für die weiteren 
Entwickelungen unerlässlich ist. 

Aus den drei Gleichungen 40 (s. A der Zusammen- 
stellung in Art. 88) folgt sofort: 

/>c\ da , db , de ConHnuitäf- 

bÖ) ;i^ + ^, + /i:^ = ^- gltiehung der 

OX Oy OX Induktion. 

Boltzmann, Vorlesungen. 6 
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Ebenso folgt aus den Gleichungen 53 und 54: 
C^nU^täu. 66) J« + «f + «!? = o. 

gUichung der ' OX Oy OX 

StrSmung. 

Die Grössen -X^, F^, Z^ haben nur an Stellen, wo galva- 
nische Elemente thätig sind oder durch Temperaturdiffe- 
renzen thermoelektromotorische Kräfte erzeugt werden, die 
Grössen -X^, Y^, Z^, nur dort , wo gerade Reibungselektrici- 
tät entwickelt wird, von Null verschiedene Werthe. Schliessen 
wir zunächst solche singulare Stellen von der Betrachtung 
ganz aus, so vereinfachen sich die Gleichungen 60 und 64 
und gehen über in: 

^^) ^=-^d7' ^=-^d7' ^="-^^' 

68) 4;rr=-Ä^, 4;r^=-Ä^, 4nh=^k^' 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

, df ^dF k d'F 

Bilden wir die entsprechenden Gleichungen für v und w und 
addiren alle drei, nachdem wir die erste nach x, die zweite 
nach y, die dritte nach x differenzirt haben, so finden wir 
unter Berücksichtigung der Gleichungen 66 im homogenen 
Medium: 

wobei 

oiw r\ dF , dO . dH . . 



Hieraus folgt: 
70) 






Diese Gleichung hängt aufs Innigste zusammen mit den 
Gleichungen 89 — 93, welche wir später in Art. 97 und 98 
erhalten werden. Vorläufig wollen wir uns mit den folgen- 
den, schon jetzt erforderlichen Bemerkungen begnügen. 

Sei in dem betreffenden Räume irgend ein Mal weder 
ein Magnet, noch ein elektrischer Strom, noch sonst eine 
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Zusammenstellung der Vektoren. 
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elektrische Wirkung vorhanden gewesen , so dass zu dieser 
Zeit überall die magnetischen und elektrischen Kräfte = o 
waren, was wir den neutralen Zustand des Feldes und 
der darin befindlichen Körper nennen wollen. Dann muss 
das Feld damals auf ein etwa hineingebrachtes Solenoid 
oder Stromelement gar keine Kraft ausgeübt haben; es 
müssen also die Differentialquotienten von F, O, H nach 
allen Coordinaten gleich gewesen sein, denn diese Diffe- 
rentialquotienten multiplicirt mit der Stromintensität und 
Protection des Stromelementes liefern die Kräfte, welche 
das Feld auf das StroiAelement ausübt, mit Ausschluss der 
Wirkung des hineingebrachten Stromes auf sich selbst; 
daher muss zur in Rede stehenden Zeit = dOidt = 6 
gewesen sein. Haben seit dieser Zeit an einem Punkte des 
Feldes niemals elektromotorische Kräfte gewirkt, so haben 
seit dem die Gleichungen 67, 68 bis 70 gegolten. Daher 
müssen in der letzten dieser Gleichungen die Constanten 
(7j und (^2 und daher auch 

71) = 

sein. Diese Gleichung hört jedoch in dem Momente, wo 
im betrachteten Punkte selbst galvanische Elemente, thermo- 
elektromotorische oder reibungselektromotorische Kräfte thä- 
tig sind, zu gelten auf. 

88. Behufs leichterer Uebersicht, sowohl für das fol- zusammen- 
gende als auch für die Leetüre der Originalabhandlungen Vektoren, 
will ich hier die Vektoren und Componenten der verschie- 
denen Grössen, die Constanten sowie die wichtigsten Glei- 
chungen zusammenstellen: 



Vekt. Comp. 

Elektromagn. Moment 31 F.O^H 

Magnetische Induktion ^ a^h,c 

Totaler elektr. Strom © u^v^w 

Dielektr. Polarisation % f, 9-, h 

Elektromotor. Kraft © F,Q,^ 

Magnetische Kraft § «? ft / 

Galv. geleitet. Strom Ä Pj q, r 



Dielektrisirungszahl (Dielektrici- 

tätsconstante) k, 
Magnetisirungszahl /u. 
Specifisches Leitungsvermögen (7, 
Elektrost. Potentialftmktion ^. 
Magnet. Potentialfunktion (p. 
Magnetismusmenge m. 
Elektrische Volumdichte e. 
Elektrische Flächendichte ?/. 
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Zehnte Vorlesimg. 



[88. 



Seeapitida^ 

tion der 
Gleichungen, 



Folgendes sind femer die wichtigsten Gleichungen : 

1. Fundamentalgleichungen zwischen den Grössen, 
welche die Beschaffenheit des Feldes definiren: 



A. 

40) 



B. 

53) 



C. 

60) 



64) 



a = -= 



dH dO^ 

dx 

dH 



dy 



6 = — - 

d X dx 

^dO__ dF 



dx 



dy 



A ÖC 

4^^ti = ^- 



Bb 

dx 



. da de 

4nfAv = ,^-^ 



A 5* 

4^^w;= =-- 



dx 
dx 



dx 
da 



F. 

54) 



"^ ~ dy \i^} ~ dx \üj 



4,,.*(y.-^). 



68) 



dx 

47tf= ~Ä 

Ang = — Ä 
4nh = — Ä; 



dF 

dt 

dG 
dt 

dH 
dt 



67) 






dF 
dt 

dG 
dt 

öLff 
dt 



df 



dg 



E. 63. u=p + :^^, v = p+ ^^, 



, dh 



2. Folgegleichungen derselben: 
65) a. 



da db de 

\ TT. ~r 



66) b. 



dx 

du 

dx 



dy dx 



o 



xdvdw__ 



69, c. «-|J+|f+f#. 



71) c'. = 0. 
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3. Gleichungen zur Bestimmung von Hilfsbegriflfen 



61) a. 

31) ß. 



dn = 2ndT(f^ + 9^ + h^) : k, 

,, dJ(ds) 



K{s) = - ^ 



dk 



28) y. 



41) S 



■{ 



J{s) = fj{ds) =f{Fdx + Qdy + Hdx) = 
= fj{dx) =/{dX + bdft + edv) , 



51) 



e. 



u = Ml' cos {V, x) 
V = ifr cos {1% y) 
w = Ml' cos {V, x) 



47) 
48) 






X== — wa = — wi 



y = — m6 = — wi 



Z = — mo = — w 



da; 

dy 
dq> 



89. Es soll nun das Feld durch einen einzigen Sole- couumh'» 
noidpol iV^' von der Intensität m' erzeugt sein, welcher sich Ma^tp^L 
in einem homogenen Medium befindet, während der andere 
Pol des Solenoids unendlich entfernt ist. Dann ist überall 
im Felde u = v = w = o. Es folgt also aus den Gleichungen 
53 (jB), dass a, h, o die partiellen Diflferentialquotienten einer 
Funktion (p sind. Dieselbe hängt, da Wirkung gleich Gegen- 
wirkung ist und wir daher alles in Art. 79 Gesagte auch hier 
anwenden dürfen, nur von dem Punkte des Raumes ab, wo 
sich der Solenoidpol befindet, nicht aber von der Richtung und 
Lage der Mittellinie des Solenoids. Denn wenn wir an den 
Pol iV^' den Südpol eines zweiten Solenoides von gleicher In- 
tensität anlegen, so ist die Summe der qp fiir beide Solenoide 
zusammen stets gleich Null, wie immer bei unveränderter 
Lage des zweiten Solenoides die Richtung und Gestalt des 
ersten sich ändern mag Der Werth des qp, der von dem 
ersten Solenoid allein herrührt, in einem Aufpunkte P 
ist daher für jede Gestalt und Lage desselben gleich dem 
ganz davon unabhängigen negativen Werthe des qp für das 
zweite Solenoid, woraus folgt, dass er nur Funktion der 
Entfernung PN = r des Au^unktes vom Solenoidpol sein 
kann. Denn wäre er irgendwie von der Richtung die- 
ser Geraden abhängig, so müsste er sich ändern, wenn r 



^^ine L^e gegen c-*^ erste S-Ien-xd ändeite imd müsste 
iricb daher aach im^ekeLrt in derselben Weise ändern, 
wenn die gleiche relaiive La^eäi.'ienmg bei nnTeränder- 
ter Lage ron r darch AeLdemng der Lage des Sole- 
noides eintreten würde. Letzteres widerspricht aber dem 
▼orher Bewiesenen. Da m' der Stromintensität im Sole- 
noide proportional ist. ^ aber seiner Definition gemäss nur 
Glieder enthält, welche ebenfalls dieser Stromintensität pro- 
portional sind, so können wir also setzen: 

y = mf{r\ 
Die Gleichung 65 (a des Art 88) liefert aber sofort: 

woraus bekanntlich folgt: 

Dadurch ist das Feld vollständig definirt. Es werde nun 
die Wirkung des Feldes auf einen Nordpol N eines zweiten 
Solenoides berechnet, der nach dem Punkte P gebracht 
wird. Dem Sinne unserer Formeln gemäss , die immer die 
Wirkung eines bestimmten Feldes auf einen bestimmten 
Aufstrom mit Ausschluss der Wirkung des letzteren auf 
sich selbst geben, ist dabei der zweite Nordpol nicht mit 
zum Felde zu rechnen. Nach den Formeln 47 (^ des Art. 88) 
wirkt dann auf den zweiten Nordpol eine Kraft von der 
Intensität mm C^ : r* in der Bichtung der Verbindungs- 
linien beider Pole. 

Parallel entgegengesetzte Ströme in der Entfernung Null 
heben einander auf. Da muss also das C enthaltende Glied 
der Gleichung 11, Art. 37, negativ sein, um die übrigen 
wesentlich positiven aufheben zu können; daher muss auch 
das Moment des einen Stromes auf den anderen negativ sein, 
wenn für den letzteren die Richtung, in der er wirklich 
durchströmt wird, zu Grunde gelegt wird. Da dieses Mo- 
ment bei grosser Entfernung der beiden Ströme Null ist, 
muss dessen Differentialquotient nach der Entfemimg (letz- 
tere wachsend gedacht) positiv sein. Daher ist die Kraft, 
welche von aussen wirken muss, um die Entfernung ent- 
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gegengesetzter paralleler Ströme constant zu erhalten, ne- 
gativ, d. h. sie wirkt dem Wachsthume der Entfernung 
entgegen oder die Ströme stossen sich ab. Da zwei un- 
mittelbar aneinanderstossende gleichnamige Solenoidpole 
ebenfalls entgegengesetzte Ströme enthalten, was man am 
besten sieht, wenn die Mittellinien sich continuirlich fort- 
setzen, so müssen auch diese sich abstossen. Dass obiger 
Ausdruck für die Wechselwirkung zweier Solenoidpole sein 
Zeichen wechselt , wenn einer der Pole ein entgegengesetzter 
ist, sieht man sofort. 

Fassen wir Stahlmagnete als Körper auf, in denen 
um jedes Molekül ein Elementarstrom fliesst, so ist der 
Beweis auch für Magnetpole geliefert. Nur der Einfluss 
etwaiger Veränderlichkeit der Constante ft , von welcher die 
magnetische Induktionswirkung abhängt, kann erst studirt 
werden, wenn man die Grenzbedingungen für Flächen kennt, 
wo zwei verschiedene Körper aneinanderstossen. 

90. Es sei nun das Feld durch einen nahezu linearen ifoment eines 

linearen Stro- 

Strom von der Gesammtintensität i und beliebiger geschlos- . »»«*^«f 
sener Mittellinie erzeugt. Dann sind bloss im Innern des 
stromführenden Drahtes u, v, w von Null verschieden. Im 
gesammten übrigen Räume sind diese Grössen gleich Null. 
Um die Aufstellung besonderer Gleichungen für die 
Oberfläche des Leiters unnöthig zu machen, setzen wir ft 
innerhalb und ausserhalb desselben gleich voraus. Substi- 
tuiren wir in die erste der Gleichungen 53 {B) für h und c 
ihre Werthe aus den Gleichungen 40 (^), so erhalten wir: 

4:71 filU = JF T-7 



einen Punkt. 



dx 



wobei J das Symbol für 






dx^ dy^ dx^ 
ist. Vermöge der Gleichung 71 (c') folgt also: 

72) —47lfJLU=: JF. 

Um die Gleichung 71 unbedenklich anwenden zu können 
müssen wir annehmen, dass die Stelle, wo sich die strom- 
erzeugende galvanische Batterie befindet, etwas weiter ent- 
fernt ist, so dass nicht diese selbst, sondern bloss die in 
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der DrahtleitoDg circulirenden elektrischen Ströme das Feld 
beetimmen, oder wir müssen aimehmen, dass auch die Bat- 
terie selbst den Zustand des Feldes nicht weiter oLodificirt, 
ab dies durch die darin enthaltenen elektrischen Ströme 
bedingt ist , was keine Consequenz unserer Grleichungeu ist. 
Femer sei noch folgende Bemerkung beigefügt: Die An- 
nahme, dass in der den Leiter umgebeitdenLuftu = v=w = o 
ist, wird bloss erfüllt sein, wenn die Strömung im Leiter 
stationär ist oder sich doch nur sehr langsam mit der Zeit 
ändert, so dass sie während jedes Zeitmomentes als sta- 
tionär betrachtet werden darf. Sonst entstehen in der um- 
gebenden Luft dielektrische Polarisationen, deren bestän- 
dige Veränderung bewirkt, dass auch in der Lnft «, v, w 
von Null verschieden sind. Da sich aber diese dielektri- 
schen Polarisationen wellenförmig mit der Gfeschwindigkeit 
des Lichtes ausbreiten , so kommen sie in allen Experimenten 
über Elektrodynamik und Induction nicht in Betracht mit 
Ausnahme der in der neuesten Zeit nach der Methode von 
Hertz angestellten. 

Unter allen diesen Annahmen ist also F eine Funktion, 
welche im Innern des Leitungsdrahtes der Gleichung ge- 
nügt: 

72) AF= - iitfiu, 

in der umgebenden Luft überall die Gleichung JF = o er- 
füllt und im Unendlichen jedenfalls verschwindet, da ja 
dort das Feld neutral sein muss. (Eine zu F hinzutretende 
me, d. h. von x, y, %, l unabhängige Constante würde 
rigens nirgends in unsere Gleichungen eingehen.) 

Wir wissen, dass, wenn dr ein Volnmelement im 
nem des Leitungsdrahtes ist und die Integration über 
ssen ganzes Innere erstreckt wird , diese Gleichungen 
jht anders erfüllt werden können, als wenn der Werth 
u F in irgend eiuem Aufpunkte P durch die Gleichung 



/«dl 



»bei r die Entfernung des Aufpunktes P vom betreffenden 
ilumelemente dT ist. Integriren wir dieselben Gleichungen 
F=o und 72 nach derselben Methode für den Fall, 
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dass ausgedehnte Körper in beliebiger Weise räumlicb von 
Elektricität durchströmt werden, so erhalten wir, wie man 
leicht sieht, die Gleichungen, welche Kirchhoff, Helm- 
holtz etc.i) für die Gesetze der Induction in räumlich aus- 
gedehnten Körpern fanden, natürlich mit den speciellen 
der Maxwell'schen Theorie eigenen Werthen der Con. 
stauten, welche Longitudinalschwingungen ausschliessen. 

Wir wählen als Volumelement dr wiederum einen Cy- 
linder, dessen Axe ds parallel der Stromrichtung ist und 
dessen Querschnitt den Flächeninhalt dq hat. Es ist dann 
nach den Gleichungen 51 (c): 

u = Jlf/'cos(r^ x\ 
daher: 

MVdq, über den ganzen Querschnitt des Leitungsdrahtes 

integrirt, liefert die gesammte Stromintensität L Zählen 

wir ausserdem noch die positive 

Richtung des Elementes ds in ^^^- ^^• 

dem Sinne, in welchem der ^^J^' 

Strom fliesst, und bezeichnen 

die Cosinus der Winkel, welche 

dsj daher auch V, mit den Co- 

ordinatenaxen bildet, mit a, ß, 

/, Fig. 25, so ist: 

Ebenso ergiebt sich: 

Hierdurch ist das Feld vollständig bestimmt und wir denken Biot-savarf, 
uns zunächst in den Au^unkt P mit den Coordinaten x, 
y, % einen Solenoidpol von der Intensität m gebracht (Fig. 25). 
Dann sind die Componenten der Kraft , welche im Felde auf 
diesen Solenoidpol wirken , nach den Gleichungen 48 (^ des 
Art. 88): 

*) Kirchhoff, Wied. Ann. Bd. 100, S. 193 und 351, Bd. 102, 
S. 529, 1857; Helmholtz, Borchardt's Journal Bd. 72, S. 57, 1870. 
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X= —ma, Y= — mb, Z= — mc. 
Nach den Gleichungen 40 {Ä) ist: 

f dH 8 . rd^rat '\ I '\-\ 



\ 



==H'^fJißV^'-rx)y 



wobei X, t/, X die Coordinaten des Elementes ds und qp, ;ir, t/; 
die Cosinus der Winkel sind, welche die positive (von ds 
gegen P gezogene) Richtung von r mit den positiven Coor- 
dinatenaxen bildet. 

Nun ist nach bekannten Regeln der analytischen Geo- 
metrie: 

ß = y(//-/9'V/f + {atfj-y(py + ißtp-ccxY = ^m{ds, r) 

ßV^-^yx = ßcos(w, x). 
Hier bedeutet n die Richtung, welche auf ds und r senk- 
recht steht und deren Sinn, da fl also auch sin {ds, r) 
immer positiv betrachtet wird, so zu nehmen ist, dass die 
Drehung der positiven (Zs- Richtung in die positive r- Rich- 
tung auf kürzestem Wege weinwendig gegen die positive 
w-Richtung geschieht. Man überzeugt sich hiervon, wenn 
man ds mit der x-Axe, r mit der y-Axe und n mit der 
z-Axe zusammenfallen lässt. Mit Bülfe der zuletzt ent- 
wickelten Gleichungen ergiebt sich: 

X = — ma = — mfii f -^ sin {ds, r) cos {n, x) 

Analoge Formeln gelten für Y und Z. Da dies die Kräfte 
sind, welche von aussen wirken müssen, um den Solenoid- 
pol in Ruhe zu erhalten, so ist die Kraft, welche der Strom 
auf den Solenoidpol auszuüben scheint, gerade so gross, 
als ob jedes Element des Stromes auf denselben die Kraft 

fimids Bin {ds, r) 

in der Richtung n ausüben würde. Bezüglich der Ueber- 
tragung auf Magnetpole gilt wieder das am Ende des vo- 
rigen Abschnittes über das Coulomb'sche Gesetz Gesagte. 
Q^tz^für 91. Wir betrachten genau dasselbe Feld, wie im vo- 

'^i^!"^' rigen Abschnitte. Der Aufstrom soll aber jetzt ein zweiter, 
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Neumann's Gesetz für die Induktion. 
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nahezu linearer Stromkreis von beliebiger geschlossener 
Mittellinie sein. Es empfiehlt sich jetzt, die Intensität in 
dem ersten Strome, welcher das Feld erzeugt, mit i', ein 
Element desselben mit ds' und dessen Eichtungscosinus 
mit a, ß", y' zu bezeichnen, so dass in einem Au^unkte 
P mit den Coordinaten a;, y, x die Componenten des Mo- 
mentenvektors die Werthe haben: 



F=fitC 



a'd^ 



= 



-^'[ 



ß'ds' 



H = 



= ^r J 



Y'ds' 



wobei natürlich r wieder die Entfernung des Elementes ds 
vom Aufyunkte P bezeichnet. Der Sinn aller Grössen ist 
der früher definirte; x', t/', z' sollen die Coordinaten des 
Elementes ds' sein. 

Dagegen soll i die Intensität im Aufstrome und ds 
soll das Element desselben sein, das sich im Aufpunkte P 
befindet. Die Co- yis. 26. 

ordinaten dieses Ele- 
mentes sollen mit x, 
yjX, seine Richtungs- 
cosinus mit a, ß, 
y , seine Projectio- 
nen auf die drei Co- 
ordinatenaxen mit 
rfx, rft/, <Z;?^ bezeichnet d^j 
werden (Fig. 26). ^- 
Das Moment des 
Elementes ds setzt 
sich nach Formel 
41 (5 Art. 88) aus den Momenten der Projectionen zusam- 
men und ist daher: 

J(ds) = Fdx -f Qdy + Rd% = ds{Fa + Gß + Cy), 
das Moment des ganzen Aufstromes aber ist: 

J{s) = fds{Fcc + Gß + Hy). 
Substituirt man ^ F, Op H die obigen Werthe und be- 
zeichnet den Cosinus des Winkels der beiden Stromelemente 
ds und ds' mit 

a^cccc' + ßß' + yy'j 
so wird also: 
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73) j(,)=^f'Jj!^'. 

Nach Gleichung 28 (y Art. 88) ist somit die im Aufstrome 
inducirte elektromotorische Kraft gleich 

was mit den bekannten Gesetzen der Induktion überein- 
stimmt. Wir haben also die Abhängigkeit des wechsel- 
seitigen Induktionscoefficienten von den Dimensionen der 
beiden Stromleiter gefunden, denn wir sind jetzt wieder zu 
dem in der vierten und fünften Vorlesung behandelten Falle 
der Wechselwirkung zweier geschlossener Ströme zurückge- 
kehrt und sahen schon in der siebenten Vorlesung (Schluss des 
Art. 64), dass unsere jetzigen Grössen /(s), i, i genau dasselbe 
sind, was dort mit CTg, l\^ l\ bezeichnet wurde. Da femer die 
beiden Selbstinduktionscoefficienten A und B nach der be- 
kannten Methode gefunden werden können , dass man unter 
ds und ds zwei Elemente eines und desselben Stromleiters 
versteht und dann noch durch zwei dividirt, so ist hierdurch 
die nothwendige Ergänzujig der Gleichungen 16, Art. 48, 
geliefert. 



Elfte Vorlesung. 

Ampere's Gesetz. Elektrische Schwingungen. 



Arhtii bei 92. Die Gleichung 73 liefert auch die ponderomotorischen 

tin^nt^ Kräfte, welche der das Feld bestimmende Strom auf den 
Aufstrom ausübt. Wir haben nämlich nach der Gleichung 31 
[ß in Art. 88) für die ponderomotorische Kraft, welche auf 
irgend einen Parameter k durch das Feld (nicht die Wirkung 
des Aufstroms auf sich selbst) ausgeübt wird: 

Die gesammte Arbeit aber, welche geleistet wird, wenn 
jeder Parameter eine Variation 8k erfährt, ist nach Glei- 
chung 32 Art. 69: 
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Es ist nicht nothwendig, den Querschnitt des Auf- 
stroms nochmals in einzelne Querschnittselemente zu zer- 
legen; wir betrachten daher den Querschnitt als Ganzes 
und V ist die gesammte Stromintensität i. Wir könnten 
den Aufstrom parallel zu sich selbst in der Richtung der 
drei Coordinatenaxen um Sx, resp. Sy und Sz verschieben. 
Würde dabei J{s) um SxJ, SyJ, S^J wachsen, so wären die 
Quotienten: S^J: Sx, SyJ: 8y, S^J: Sz die drei Kräfte, welche 
auf den Aufstrom als Ganzes in den drei Coordinatenrich- 
tungen wirkten. Allein damit wären nicht die Drehmomente, 
welche er erfährt, ebensowenig die Kräfte, welche sich seiner 
Gestaltveränderung entgegensetzen, gefunden. 

Um das Problem daher allgemein zu lösen, müssen 
wir jedem Elemente ds des Aufstroms drei von einander un- 
abhängige Verschiebungen Sx, Sy, Sx in den drei Coordi- 
natenrichtungen ertheilen, wobei wir bloss, um Gleitstellen 
zu vermeiden, die Gesammtlänge s =Jds als unveränderlich 
betrachten. Wir können dann ds unvariirt lassen. Dann 
ist also die gesammte Arbeit: 



75) ^^ii'sjjl 



r 

Der andere Stromkreis s' bleibt dabei selbstverständlich 
ganz unverändert. Nehmen wir an, die gesammte Wirkung, 
welche der Stromkreis « erfährt, könnte dadurch ersetzt 
werden, dass auf jedes Element ds eine Kraft wirkte, welche 
nach den drei Coordinatenaxen die Componenten dX, dY, 
dZ hat, so müsste diese Arbeit gleich: 

76) /{dXSx + d YSy + dZSx) 

sein. Die Gleichsetzung beider Ausdrücke liefert mit Eück- AUeUungdt» 

Ampere'sehen 

sieht darauf, dass alle Sx, Sy, Sz unabhängig sind, die Gesetzes. 
Kräfte dX, dY, dZ. 

Bezeichnen wir das Doppelintegral im Ausdruck 75 
mit D, so ist: 

77) SD ^fjdsds'^^ +JJdsds'^ . 



^ dx , __ dx' 

^ da ' ~~ ds' 

P^-dS' ^=d^ 
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Drückt man r durch x, y, z, x\ y\ %' aus, so wird das 
erste Glied gleich einer Summe dreier Glieder E^ + E^ 
+ J^3, wobei: 

und E^ und E^ hieraus durch cyklische Vertauschung von 
^> Vi ^ gefunden werden. Femer findet man leicht: 

_^ a; — a?' __ dr __ dr_ 
r ~~ r ~~ dx '~ da?' ' 

y — y' dr dr 

^ dx , __ dx' I I _*""*_ ^** — _ _^ 

da; da?' dy dy' di?^ d*' 

~~ ds d«' d« ds' ds ds' 
wobei cc, ßy y; «', /S', /; y, /, i// die Eichtungscosinus von 
d«, ds, r sind (s. Fig. 26 Art. 91). Es ist wohl zu beachten, 
dass man bei Differentiation nach s' nur auf der Curve s' 
fortschreitet, daher x, y, x constant bleiben; bei der nach s 
und bei der durch S angezeigten Variation dagegen bleibt x', 
y', % unverändert. Hiemach ist auch das letzte Glied der 
Gleichung 77 eine Summe F^ + F^ ->r E^^ wobei wieder F^ 
und F^ durch cyklische Vertauschung aus F^ entstehen und: 

p _ CCdsds' dx' ^dx ^ CCdsds' dx' dr ^ 
^1 '~ JJ'^T'W^'drs-' }}~l^i:i'~d~s^^ 

ist, wie die partielle Integration nach s lehrt, da ja bei 
einer geschlossenen Curve die Ausdrücke für beide Inte- 
grationsgrenzen sich aufheben. 

Das letzte Integral findet man leicht folgendermaassen. 
Es ist identisch: 

d Ix — x' dr\ 1 dx' dr ^x — x' dr dr 

ds^\ r'^ ds) r^ds^ds "" ~7«~~.ds d? 

a; — aj' d^r 



r^ ds ds' 

und da die linke Seite über eine geschlossene Curve in- 
tegrirt verschwindet, folgt: 

7ft\ C ds' dx' dr Cj /{ n^r dr d^r \x — x' 

'^^ J~Wd^'~d~s-j'^^ \^^Tsd^^''l[Id7J~?~' 
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Nun ist wegen r^= {x — x'Y + (y -- 2/T + (^ — ^0^- 
dr f ,.dx , , f\dy , f ,. dx 

wobei Q der Cosinus des Winkels zwischen ds und der von 
ds' gegen ds gezogenen r-Richtung ist. Diflferentiirt man 
nochmal, indem man auf der Curve s' um ds' fortschreitet, 
so wird: 

d^r t d^ ^^ ___ d^ dx' dy dy' dx dx' __ __ 
dsds' ds ds' ~~ ds ds' ds ds' ds ds' "~ 

Die rechte Seite der Gleichung 78 geht daher über in: 

und da man, wenn q' der Cosinus des Winkels zwischen 
ds und der von ds' nach ds gezogenen r-Eichtung ist, ana- 
log mit dem für q gefundenen Werthe hat dr-.ds = — q\ 
so liefert die Gleichung 78: 



/ds' dx' dr C j f (q , x 



X — X 



Multiplicirt man diese Gleichung mit dsSx^ integrirt 
nach s, so erhält man F^\ addirt man noch E^ dazu, so 
folgt unter Berücksichtigung der für E^ und F^ gefundenen 
Werthe: 

E^ + F^ =JJdsds'{SQQ-2a)'^^^Sx. 

Der Gesammtwerth von SD entsteht, wenn man hierzu 
noch E^ + F^ und E^ + F^ addirt, welche hieraus durch 
cyklische Vertauschung von x, y, x entstehen . und daher 
bloss 8y und S% enthalten. Setzt man die Summe dieser 
Ausdrücke in 75 ein und das Resultat dem Ausdrucke 76 
gleich, und vergleicht bloss die Sx enthaltenden Glieder, 
so folgt also: 

dX = flu' ds jds' {2<T— 3(>()') — -3 — 

= fjLÜ' ds j -^{2(7 — Sqq') cos (r, x). 

Ganz analoge Ausdrücke ergeben sich iüi dY und dZ. 
Dies sind dem Sinne unserer Gleichungen nach die Kräfte, 
welche von aussen wirken müssen, um den Aufstrom in Ruhe 



ne. 
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ZU erhalten. Alle ins Spiel kommenden Kräfte werden also 
erklärt, wenn man annimmt, dass je zwei Stromelemente ds 
und ds' in der Richtung ihrer Verbindungslinie eine schein- 
bare Anziehung von der Stärke: 

79) f,ii'^£^(2a-8e^') 

auf einander ausüben, worin man das allbekannte Am- 
pere 'sehe Gesetz wieder erkennt. 
dJu^lve- Dazu kommt noch, dass unsere Gleichungen auch, wie 

»chmjrhto- man ohne Schwierigkeit erkennt, die Gesetze der Stromver- 
zweigung und stationären Strömung in Flächen und Körpern 
und wie wir in der nächsten Vorlesung sehen werden, dazu 
noch die gesammte Elektrostatik ohne neue Hypothesen 
liefern. Vergleicht man daher unsere Methode mit der 
Amp^re's und seiner Nachfolger, so muss man gestehen, dass 
Maxwell aus minder zahlreichen und natürlicheren Hypo- 
thesen eine grössere Fülle von Resultaten gewinnt, dass also 
auch schon von diesem Gesichtspunkte allein die Maxwell' - 
sehe Theorie der alten vorzuziehen wäre. Aber sie hat noch 
grössere Vorzüge. Erstens haben ihre Gleichungen eine weit 
einfachere und naturgemässere Form. Links steht daselbst 
immer der Differentialquotient einer Grösse nach der Zeit, 
rechts Funktionen der augenblicklichen Werthe der Grössen. 
Sie geben uns also ein klares Bild, wie durch die augen- 
blicklichen Werthe die Veränderungen jeder Grösse bestimmt 
sind, während die alten Gleichungen vollkommen ungeordnet 
und daher auch viel unbequemer für die Berechnung aller 
Probleme sind, ausser derjenigen, für welche sie speciell 
zugeschnitten wurden. 

Zweitens sahen wir aber, dass die alten Gleichungen 
nur für stationäre oder wenigstens nahe stationäre Elektri- 
citätsströmung gelten. Bei sehr raschem Wechsel der 
Stromintensität gelten ganz andere Gesetze, zu denen vrir 
in Art. 94 übergehen werden. Um hier nur ein Beispiel zu 
erwähnen, würde ein momentan in einem Draht oder Draht- 
elemente entstandener Strom auf einen zweiten so lange gar 
nicht wirken, bis nicht die mit der Lichtgeschwindigkeit 
von ihm ausgehenden elektrischen Wellen den zweiten Strom 
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erreicht haben und auch dann würde die Wirkung in den 
ersten Momenten noch viel complicirteren Gesetzen folgen, 
bis der Zustand stationär geworden ist, wo dann erst das 
Ampere'sche Gesetz gilt.^) 

93. Wir kommen nun wieder auf die Betrachtungen /* m Stan- 
des Artikels 42 zurück. Wir definirten dort die (mag- Medium. 
netisch) gemessene Stromintensität eins als diejenige, welche 
einen unendlichen geraden Draht durchfliessend auf die 
Längeneinheit eines zweiten vollkommen gleichen, gleich- 
durchströmten, parallelen, in der Distanz eins befindlichen 
Draht die Kraft 2 ausübt. Wir fanden dies, indem wir 
die Anziehung zweier Stromelemente gleich: 

-^ {2(T-'dQQ) 

setzten. Wir können auch umgekehrt schliessen, dass das 
Ampere'sche Gesetz, wenn wir im betreffenden Medium 
die Stromstärke so definiren, diese Form haben, also: 

79) /i = 1 

sein muss. 



94. Wir gehen nun zur Betrachtung derjenigen Gruppe Allgemeine 
von Erscheinungen über, welche den Gegensatz zu den für eiekt^^ 
bisher betrachteten bilden, nämlich zu dem Verlaufe der '^ lungm!^' 
mit der Lichtgeschwindigkeit sich ausbreitenden elektrischen 
Gleichgewichtsstörungen, welche ebenso gut in Nichtleitern, 
wie in Leitern, ja in ersteren weit ausgiebiger, weil nicht 
gedämpft, auftreten. Um die Theorie dieser neuen Gruppe 
specieller Fälle aus unseren allgemeinen Gleichungen her- 
zuleiten, verfahren wir wie folgt. 

Wir schliessen wieder die Betrachtung derjenigen Stellen, 
wo gerade elektromotorische Kräfte thätig sind, aus. Wir 
haben dann im homogenen Medium die Gleichungen 54, 68, 
67 und 71 {B, C, U und c in Art. 88) anzuwenden. 

Die Substitution der Werthe 40 {A) in die erste der Glei- 
chungen 53 (J5) liefert uns unter Berücksichtigung der Glei- 



*) üeber einen etwas versteckteren Vorzug der Max well 'sehen 
Theorie vergl. Hertz, Wied. Ann. Bd. 23, S. 84, 1884. 
Boltzmann, Vorlesungen. i 
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chung 69 nnd 71 {e und c) gensa wie in der Yorigen Yor- 
lesnng Art 90 die schon dort gefundene Gleichung: 

72) 4;r^ii=-JF. 

Nach den Gleichungen 63, 68 und 69 (JE; C, D) aber ist, 
wie wir schon in Art. 87 unmittelbar nach Ableitung der 
Gleichung 68 üemden: 

' ^ * dt dt An dfi 

Dies in Gleichung 72 substituirt liefert uns zunächst 
die Gleichung für die Wellen der Grösse F: 

Es ist bequem f einzufuhren, indem man mit Ar multi- 
plicirt, dann nochmals nach t differentürt und für kdFidt 
seinen Werih aus den Gleichungen 68 (C^ substituirt. Dies 
liefert: 

Dieselbe Gleichung nur p oder u für f substituirt (wir 
wollen sie die Gleichungen 82 und 88 nennen und behufs 
Baumerspamiss gar nicht anschreiben), erhält man übrigens 
aus 80, die erste wenn man mit G multiplicirt, nach t diffe- 
rentürt und die Gleichungen 67 (IX) beachtet, die zweite allge- 
meinste folgendermaassen: A) man multiplicirt die Gleichung 
80 mit C und differentürt einmal nach <, B) man multiplicirt 
dieselbe Gleichung mit ä:4^ und differentürt zweimal nach 
t, C) man addirt beide Resultate, D) man berücksichtigt die 
Gleichung 68, 67, 63 ((7, D, E). Dass jede dieser Glei- 
chungen ihr Analogen für die y- und x-kKQ hat, bedarf 
kaum der Erwähnung. 

Für w, V, w und Fj O, H hatten wir die Gleichungen: 

Die beiden analogen Gleichungen für f, g, h und p, 
q^ r finden wir, wenn wir die letzte Gleichung nach t diffe- 
rentüren und einmal mit A;, das andere Mal mit G multi- 
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pliciren; das erste Mal haben wir dann noch die Werthe 
68 (C), das zweite Mal die 67 (IX) zu substituiren und er- 
halten: 

84) ^ + ^ + ^ = 0. 
* dx ay ax 

85) ^ 4- ^ + ^ = 0. 
' dx dy dx ' 

Dass die Gleichungen 80 , 81 , 82 und 83 den allge- 
meinsten Fall einer Wellenbewegung mit Dispersion (ver- 
schiedener Fortpflanzungsgeschwindigkeit für verschiedene 
Schwingungsdauer) und Absorption (Abnahme der Amplitude 
während der Fortpflanzung) darstellen, ist bekannt. 

Die Gleichungen 66, 71, 84 und 85 zeigen, dass die J^^^^J^'^ 
Wellenbewegung transversal ist. In der That, betrachten «»»f ^<^^ 
wir zuerst Planwellen, die in der Richtung der z-Axe fort- 
schreiten, setzen wir also voraus, dass sämmtliche Grössen 
nur Funktionen von z und t sind, so liefern die Gleichungen 
66, 71, 84 und 85: 

öÄ __ Ott? __ ör _ dH __ ^ 

dx ~~ dx ~~ d'x dx ~~' 

Andere Coordinaten, als die ;?;-Coordinaten sollen aber 
in diesen Ausdrücken überhaupt nicht enthalten sein. Be-* 
rücksichtigt man dies bei Betrachtung der Gleichungen 80 
bis 83, so findet man aus diesen Gleichungen, wie wir es 
in Artikel 87 für bewiesen, dass überhaupt h = w = r 
= jH" = sein muss. Weder Strömung noch dielektrische 
Polarisation noch elektrische Kraft können also eine Com- 
ponente in der Fortpflanzungsrichtung der Wellen haben. 
Sind die Wellen nicht plan, so können sie doch in einem 
sehr kleinen Bezirk im Allgemeinen immer als plan be- 
trachtet werden; sie werden also wieder, etwaige singulare 
Stellen ausgenommen, in jedem kleinen Bezirke trans- 
versal sein. 

Die Componenten in den beiden auf der Fortpflanzungs- Lineare, eir- 
richtung senkrechten Eichtungen sind aber vollkommen un- ti»ehe 'poian- 
abhängig von einander. Was wir uns immer unter /*, g, '"^'^ 
h, p... vorstellen mögen, jedenfalls können wir senkrecht zum 
Strahle Linien aufgetragen denken, deren Längen in jedem 
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Weilm m 
ItoUitoren. 



Augenblicke die Werthe dieser Grössen darstellen. Die 
Endpunkte dieser Linien werden dann ganz die Bewegungen 
machen, die wir den Aethertheilchen in linear polarisiiten 
Lichtstrahlen zuschreiben. Die Endpunkte der Linien 
aber, welche bei elektrischen Wellen, die in der ;&-Richtung 
fortschreiten, Grösse und Richtung der Gesammtpolarisation 
j//^ + g* oder der Gesammtströmung y«* + r* etc. dar- 
stellen, werden sich ganz so bewegen, wie Aethertheilchen 
im elliptisch oder circularpolarisirten Lichte. 

95. Betrachten wir zunächst vollkommene Isolatoren; 
dieselben werden am bequemsten dui*ch die dielektrischen 
Polarisationen /*, p, /i charakterisii't. Da für dieselben 
C=0, so erhalten wir: 



86) 



^^S=^^' 



^f^d^ = ^9, 



^M^ = ^Ä. 



Es sind dies genau, nur in anderer Weise begründet, 
die Gleichungen, von denen man in der alten Optik aus- 
geht. Die Theorie aller optischen Phänomene, die Dioptrik 
(vergl. Kirchhofes Vorlesungen über Optik), das Huy- 
gens'sche Princip, die Interferenz-, Beugungs- und Polari- 
sationserscheinungen könnten also hier gerade so ange- 
schlossen werden, wie man sie in jedem Lehrbuche der 
Optik findet. Wir wollen nur ein paar Bemerkungen über 
Planwellen machen, die in der ;i;-Richtung fortschreiten. 

Für diese folgt, aus den Gleichungen 86) , dass f und 
»ehmndig- g you einander unabhängige Funktionen von tztzyiik 
sind. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist also für alle 
Schwingungsdauern dieselbe und hat den Werth: 



iiaind 
keit. 



Sichtung der 

magnetuchen 

SehwingiMf 

gen. 



Aus den Gleichungen 68 (C) folgt: 

471 



F = 



ffdt 



und aus den Gleichungen 40 {A): 

Analoge Werthe haben natürlich O und a. Wenn also 
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j, . . I2nt 2nx\ 

^ = ist, so wird : 

t;, 2At (27it 2nx\ ^ ^ 

^=-ir^«H"i rj' ^ = ^' 

, \nA . /2n^ 2nx\ ^ 

Die Schwingungen des Momentenvektors erfolgen also 
in derselben Ebene wie die der dielektrischen Polarisation 
mit um t:4 verschobener Phase, die Schwingungen des 
Induktionsvektors mit gleicher Phase in derjenigen durch 
den Strahl gezogenen Ebene, welche senkrecht auf der 
Schwingungsebene der früheren Grössen steht. ^) 

96. Wir wollen nun in der Richtung der ;?;-Axe fort- wüun in 
schreitende Planwellen in Halbleitern, oder besser in leiten- 
den Dielektricis behandeln. Zur Charakteristik derselben be- 
stimmen wir wieder /*, g ä, wofür jetzt die allgemeinen Glei- 
chungen 81 gelten. Die Methode, wie selbe gelöst werden, 
ist bekannt. Man bestimmt ein partikuläres Integral, indem 
man setzt: 

2jt 



worin A, r, |, rj Constante, i = }/— 1 ist. Die Substitution 
liefert ohne Weiteres , wenn man mit F^ = 1 : ^kfi die Ge- 
schwindigkeit der Wellen in einem Medium bezeichnet, für 
welches k und fi dieselben Werthe hätten, aber C=0 wäre: 



3 _ _ Jn^ /_4^ 

S "" T» Fo» ^ J/ T* Fo* ^ 



1671* CV* 



T« 



F« 



^ 1/ T* Fo* ^ T« 



2 _ 271* , ,/ 471* , 1671* CV^ 



Ein reelles partikuläres Integrale ist der reelle Theil 
der Exponentielle, welcher liefert: 



. . ^« f27lt , \ 

f=A6 cosf \-rjx\. 



*) Maxwell, treat. on el. vol. II. art. 790. Schaik, Arcb. nerl, 
t 21, p. 406, X886. 









^ r.- --».»T 



'• - 



V^ A ft^^ ^ .h.* '^ -*- ^ ^ «P^'^V ^^ «. ^ -^"^n^^MEEaM^XAT V«^ -^■""'^V ^"^ ^ 



t%r, c^r W*;.*:L-LLr* '.•irfr >.:irwzLrzz:£^ikserz wir haben 

I/ik .'.-r CrT :L-^fc'LT*r W*:r± '^'-- ^ piTsfcaäsdi denk- 
J/ar*Ä Or*^.^?/*3i.i^-i^*^ z*^iz*=. t^'*. gfrH die Amj^itade 
„', ^;';,^ .V,i..',Lt T'.G i*T !•::£*• tzzs Azi 6^& e-'&che, in 
^,f;^^ iy,L.',L\ Tf/ü der Dicke edii«" WeHenlänge um das 
^ '^'ia/;h^, Fir kleine C ist: 

i^2% C> F^, { Fr = 2arCfi ^r. 

Wir haben aUo Absorption. 

^t^tia^ Freilich i^t da« hier gefondene Gesetz der Abhängigkeit 

^ier I>ii»pen»ion nicht in Uebereinstimmnng mit der ErCsdirang. 
Ka kann dien auch nicht anders sein, da, wie die Absorp- 
tUtUHnfpisctra beweisen, hier nicht eine gleichmassige schwache 
I>«;itungH(ähigkeit der ganzen Substanz, sondern eine Ein- 
lagerung kleiner leitender Körperchen in einen Isolator, 
weU'iiem ganz bestimmte Eigenschwingungen zukommen, 
wirksam nein muHs. Da unsere Gleichungen den Schwin- 
^ungNgleichungen elastischer Körper ganz analog sind, so 
lliMHt «ich darauf auch eine ganz analoge Absorptions- 
mu\ I)iH[;ürHi(m8theorie, wie in der alten Optik, aufbauen 
(h. Liti^raturüborHicht) ; doch will ich hier darauf nicht ein- 
Kohon und begnüge mich nachgewiesen zu haben, dass die 
Thcjorio Mchon auf unserem Standpunkte wenigstens qualitativ 
(Ion Zusammenhang zwischen Absorption und Dispersion 
wiudorKiobt. 

lH(^hk$rn^,^h» l{\\\ bomorko noch, dass Maxwell eine ganz andere 

km^, KrHtJioinung, die er auch elektrische Absorption nennt und 

diu loh oinnml dielektrische Nachwirkung genannt habe, eben- 

IklU auR der Annahme erklärt, dass in Isolatoren besser 

Uütondo Partikololien eingelagert seien. Auch auf diese in- 
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teressante Theorie, welche Lodge durch ein sinnreiches 
Modell erläutert^), kann ich hier nicht näher eingehen. 

Für nicht dielektrisch polarisirbare Leiter, wenn es solche weuen in 

, ' Leitem. 

Überhaupt giebt, wäre k = f=g = h = 0. Wir könnten also 
die Gleichung 81 nicht verwenden. Da aber die Gleichungen 
82 und 83 ganz dieselbe Form haben, so bleibt also auch 
die Integrationsmethode dieselbe; es wird in den vorher- 
gehenden Formeln k = 0, Vq = oo; p aber tritt an Stelle 
von f. Die Gleichungen stimmen dann vollständig mit denen 
überein, welche Fourier für die Wärmeleitung fand; die 
Mektricität bewegt sich daher in Leitem nach denselben 
Gesetzen wie die geleitete Wärme. ^) Die Formel 88 liefert 
für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit den Werth: 



Die Amplitude reducirt sich bei Durchwanderung der 

Längeneinheit auf den e"^'^*^^^''^ fachen Werth; also, da 
die Wellenlänge A = Fr= yr : CjU ist, bei Durchwanderung 

einer ganzen Welle auf den e fachen Werth. Obwohl 

hier natürlich A die Wellenlänge im betreffenden Medium 
ist, die von der in der Luft total verschieden sein kann, 
so sieht man doch, dass schon in sehr dünnen Schichten 
die Wellenbewegung vollkommen erlischt. Während also die 
stationäre Strömung sich wesentlich auf das Innere der Leiter 
beschränkt, ist umgekehrt diese Wellenbewegung wesentlich 
auf das Innere der Isolatoren beschränkt und dringt m die 
Leiter kaum ein. Doch scheint die Theorie der Schirm- 
wirkung der Metalle gegen die Hertz 'sehen Schwingungen*) 
sowie die Anwendung auf Kundt's Bestimmung der Bre- 
chungsquotienten der Metalle noch grosse Schwierigkeiten 
zu haben. 



*) Lodge, Phil. mag. December 1876. 
*) Maxwell, treatise vol. n. art. 801. 
*) Ebendort vol. U. art. 647. 
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Zwölfte Vorlesung. 

Elektrostatik. 



97. Wir kommen nun zum schönsten, aber schwie- 
rigsten Kapitel der Maxweirschen Theorie, zur Lehre von 
der statischen Elektricität. Die alte Elektricitätstheorie 
macht sich dieselbe leicht. Sie stellt einfetch die betreffen- 
den Gesetze als Erfahrungsthatsachen an ihre Spitze. Hier 
aber müssen wir sie als letzte Consequenzen aus unseren 
Gleichungen ableiten. 

Damit wir überhaupt freie Elektricität erhalten, müssen 
in dem Medium einmal äussere elektromotorische Kräfte 
gewirkt haben. Wir müssen daher zunächst auf die all- 
gemeinen Gleichungen 60 und 64 zurückkommen. Wir 
finden zunächst aus den Gleichungen 60, 63 und 64 {G, 

GUichung der Bildet man zwei analoge Gleichungen für kv und kw. diffe- 
tncitdt. renzirt die erste partiell nach x, die zweite partiell nach y, 
die dritte partiell nach x und addirt, so erhält man unter 
Berücksichtigung der Gleichung 66 (b): 

89) A:J^+4;r(76 = |, 

wobei 

und ausserdem im homogenen Felde: 

^ [ da? öy ' ö« 

ist. Setzt man ferner: 
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91) = ^4.^4.^, 

' dx dy dx 



so findet man aus 63 (^: 

di 



92) ^. + Ö = oi) 



*) Im inhomogenen Felde ergiebt sich: 

\dc(^x,) dc(y,-x,) dO(z,-z,)] 

für ß und ^ erhält man in ganz ähnlicher Weise; 

dt dtl dx dy d% J 

_ rf ^ A /AW ?^ A /^ AK ^ A IIW 

Vdt dx\G) dt dy\c) dt dx[o)i 
,d^& ^ ^dß ö /, ^^ ,dX8\ 0/ ^^ ,rfr8\ 

+ A.(4jtCZ ' ^]-4n— — -4n——--47t— — 
dx\ * rf^y dt dx dt dy dt dx 

_ d^^ dk d^G dk d^H dk 
d^ dx dt^ dy dt^ dx 

Die Gleichung 92 resp. die daraus für die Trennungsfläche eines Lei- 
ters und Nichtleiters folgende versinnlicht Poincar^ in seiner Elec- 
irieite et optiqtie, p. 18, indem er /*, g, h als die Componenten der Ver- 
schiebung der Theilchen eines Fluidums (des fluide indtteteur), p, q, r 
aber als die Geschwindigkeitscomponenten der TheUchen eines zweiten 
Fluidums auffasst. Die in Rede stehende Gleichung besagt dann, 
dass aus jedem Yolumelemente von dem einen Fluidum ein gleiches 
Volumen ein-, als von dem anderen austritt, dass also beide Fluida 
für einander undurchdringlich sind. Wir können dann nach Hertz 's 
Vorgang 

df dg ^ dh 

dx dy dx 



als die Dichte der wahren, dagegen 

als die Dichte der freien Elektridt&t bezeichnen. Für letztere hat man: 



d 
dt 
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X differenzirten A abrücke partiell nach z und Terfähren 
ebenso mit y and Xj so eriialten wir in bdannter Weise :^) 

jidr^^l^ddr = - ^JdoTbcf»{% n) 

= p/oft cos (ft, »). 

101. Sei zunächst das System 5 rings Tom freien Aether 
umgeben , der sich in sehr grosser Entfernung im neutralen 
Zustande befindet, so kann die Eläche o so construirt 
werden, dass jedes Element derselben in Aether Ton neu- 
tralem Zustande liegt. Dann werden Tb und St in jedem 
Elemente do den Werth Null haben. ¥& ist folglich: 

Die gesammte, im System enthaltene EHektricität kann 
sich also nicht ändern. Wird durch äussere elektromoto- 
rische Kräfte in einem Punkte EHektricität erzeugt, so 
muss immer dafür an einer anderen Stelle ein gleiches 
Quantum der entgegengesetzten Elektricität auftreten und 
man bemerke wohl, dass alles dies, sowie auch alles noch 
folgende nicht etwa Postulate sind, die wir der Erfahrung 
entnehmen 7 sondern lediglich Consequenzen unserer Glei- 
chungen, die sich in der Erfahrung bestätigen. 
AMammiung 102. Sci uun das ßühcr betrachtete System S ein 

cuät an der Systcffi vou leitenden Körpern, die rings von beliebigen, 
eines LeUers. im Endlichen liegenden Isolatoren umgeben sind, in denen 
die Fläche o verläuft. Dann ist ebenfalls in jedem Flächen- 
elemente derselben p = q = r = d = & = o, und man ge- 
langt wieder zu dem Resultate, dass die gesammte Menge 
der Elektricität in dem Körpersysteme unveränderlich blei- 
ben muss. 

Haben die äusseren elektromotorischen Kräfte zu wir- 
ken aufgehört, so gilt dann im Innern eines jeden mit Lei- 
tungsfähigkeit begabten Körpers die Gleichung 93 ; die da- 



*) Vergl. Kirchhoff's Vorlesungen Über Mechanik, 3. Aufl, 
S. 112, 
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selbst ursprünglich etwa vorhandene Elektricität nimmt also 
je nach der Leitungsfähigkeit rascher oder langsamer ab. 
Endlich tritt Gleichgewicht ein; dann kann dieselbe nui* 
mehr in vollkommenen Isolatoren und an der Oberfläche 
der leitenden Körper angehäuft sein, wo wir das Vorhan- 
densein ganz dünner Schichten annehmen, in denen die 
Grössen k, G und pi variabel sind, weshalb die Gleichung 93 
nicht gilt. 

Wir wollen diese Schichten als die geladenen Ober- 
flächen bezeichnen. Die Gesetze, nach denen sich die Elek- 
tricität im Zustande des Gleichgewichts daselbst ausbreitet, 
und die ponderomotorischen Kräfte, welche bei Elektricitäts- 
ansammlung in Isolatoren und auf der Oberfläche von Lei- 
tern auftreten, bilden dasObject der Elektrostatik; denselben 
sollen im Folgenden noch einige Betrachtungen gewidmet 
werden. 

103. In dem Gleichgewichtszustande, welchen wir jetzt 
betrachten, haben alle elektrischen Ströme aufgehört. Es 
ist also: 

df dg dh 

Es ist alles stationär geworden. Wenn man folglich zu 
verschiedenen Zeiten für einen Augenblick einen immer 
gleich beschaffenen Solenoidpol in das Feld hineinbringt, 
so können auf denselben nicht zu einer bestimmten Zeit 
andere Kräfte, als zu irgend einer anderen Zeit wirken, 
falls solche Kräfte überhaupt vorhanden sind. Da dieselben 
aber den Grössen a, 6, c proportional sind, so können diese 
Grössen jedenfalls nicht Funktionen der Zeit t sein. Es 
muss also sein: 

da db de 

dt dt dt ' 

und die Gleichungen 40(^1) zeigen zunächst, wenn man sie 
nach t differenzirt, dass 

dF dO dH 



7 



dt dt dt 
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die partiellen DiffereDtialqnotienten einer Funktion tp nach 
t^ den Coordinaten sind , welche nur die Cooidinaten enthalten 
'der kann. Bezeichnen wir diese Grössen mit — P, — 0, — ^ 
tidal^^^ so erhalten wir: 



OUi- 



dt dx 

dO d^ 



0= - 



dt dy 



Im Isolator, für welchen C=o ist, liefern also die Glei- 
chungen 68 (C^): 

Anf=-ki^. Ang = - ifc J?, 4«Ä = - ä||- 
' dx ^ dy o% 

(Die Ableitungen von F, G, H nach der Zeit sollen übrigens, 
auch wenn sie nicht partielle DifFerentialquotienten nach den 
Coordinaten sind, mit — P, — 0, — ^ bezeichnet werden.) 
In allen Körpern, für welche C nicht gleich Null ist und die 
wir deshalb kurz Leiter nennen wollen, obwohl sie auch 
zugleich dielektrischer Polarisation fähig sein können, hat 
zu Anfang der Zeit die Gleichung 93 gegolten. Im Gleich- 
gewichtszustande der Elektricitat ist |? = 5^ = r = o und da- 
her liefern die Gleichungen 67 (ZX): 

94) drp^dtp^di^^^ 

' dx dy dx ' 

oder t/; = const. In den Leitern ist also auch: 

47r€= — kJtp = 0, 
während in den Isolatoren 

95) 4:7te = — kJip 

in denjenigen Punkten einen von Null verschiedenen Werth 
haben kann, wo vormals äussere elektromotorische Kräfte 
thätig waren. 



*) Wenn man die äusseren elektromotorischen Elräfte, wie ich 
vorschlug, als die galvanischen und querikischen Kräfte bezeichnen 
würde, so wäre diese etwas unbequeme Unterscheidung zwischen 
äusserer und innerer elektromotorischer Kraft überflüssig. 
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104. In einer der oben besprochenen elektrisch ge- Flächen^ 
ladenen Oberflächen, deren wenn auch sehr kleine Dicke S maaHeit&u 
heissen möge, ändert sich alles sehr schnell in der Kich- 
tung der Normalen. Wählen wir daher diese zur a>Axe, 
so verschwindet daselbst ö^röy und dh:dx gegen dfidx. 
Es ist also, wenn do ein Element der Oberfläche und dx 
ein Dickendifferential vorstellt, welches noch gegen die Ge- 
sammtdicke d der Oberflächenschichte unendlich klein ist, 
die im Volumelemente do,dx enthaltene Elektricität: 

df 



dx 



dodx. 



Die gesammte, dem Oberflächenelemente do anliegende Elek- 
tricität ist also: 



z+a 



X 

Die Indices Null und 1 beziehen sich dabei auf die Werthe 
zu beiden Seiten der Oberflächenschicht; n^ und n^ sind 
die beiden jedes Mal von der Oberfläche gegen das Innere 
des an der betreffenden Seite anliegenden Körpers hin ge- 
zogenen Normalen. Es fällt also n^ mit der Richtung der 
positiven x-Axe, n^ aber mit der Richtung der negativen 
ic-Axe zusammen. Die Grösse 

bezeichnen wir als die Oberflächendichtigkeit der Elek- 
tricität im betreffenden Elemente der Oberfläche. 

Bezieht sich der Index Null auf einen Leiter, so ist, 
wie wir sahen d^p : dn^ = 0, daher: 

97)- ,= _A^. 

471 dn^ 

Es sind dies die geläufigen Gleichungen der Elektrostatik. 
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Dreizehnte Torlesuns. 

Poiidfri>motorische Kräfte elektrisirter Engelu; 

deren Abhängigkeit Ton k. 

105. Wir wollen nun noch die Gesetze der pondero- 
motorischen Kräfte zwischen elektrisch geladenen Körpern 

EUktTfM«^ aufsuchen. Wir betrachten zuerst einen fi^anz speciellen 
wiriamg. Fall. Ein überall hin unbegrenzter Isolator soll vom neu- 
tralen Zustande ausgegangen sein. Nur in gewissen Ge- 
bieten R sollen während einer gewissen Zeit äussere elektro- 
motorische Kräfte thätig gewesen sein. Dann soll elek- 
trisches Gleichgewicht eingetreten sein. Innerhalb der Ge- 
biete R ist also dann: 
95) — ÄjJi/f = 4!7r€, 

während ira gesammten übrigen Räume 

98) Alp = o ist. 

106. Wir wollen zunächst das Problem noch weiter 
specialisiren: 

Erstens: Das Gebiet R soll eine sehr kleine Kugel vom 
Centrum sein. Die äusseren elektromotorischen Kräfte, 
ouichfitrmig wclchc darin gewirkt haben, sollen nach allen von aus- 
"^^'iu^L^ gehenden Richtungen vollkommen gleichmässig thätig ge- 
wesen sein, so dass alles rings um den Punkt O herum 
vollkommen symmetrisch ist. Eine Spur von Leitung muss 
dabei das Abfliessen der anderen Elektricität in's Unendliche 
ermöglicht haben, oder diese muss auf einen Leiter über- 
gegangen sein , der dann mechanisch entfernt wurde. Es ist 
dann ^ifj nur Funktion der Entfernung r des Aufpunktes vom 
Punkte und muss ausserhalb der Kugel gemäss der 
Gleichung 98 die Form haben: 

99) ^ +B, 



folglich ist: 



j, kAx kAy , kAx 

I = :; — «' 9 = 1 — i' "> = "ä — s 



^f^if'^ut Zweitens : Das Gebiet R soll nun aus zwei derartigen Ku- 
'*^"iJ«'».^" geln mit den Centren und O bestehen. Die Entfernung 



106.] 



Zwei gleichförmig elektrisirte Kugeln. 
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des Au^unktes von und O soll r resp. / heissen. Wir 
genügen offenbar den Gleichungen, wenn wir jetzt im ganzen 
Eaume, mit Ausnahme des Innern der Kugeln setzen: 



100) 



A A' ■ 



Da diese Lösung, sowohl in der unmittelbaren Nachbar- 
schaft des Punktes 0, als auch in der des Punktes O un- 
endlich nahe mit der Lösung 99 zusammenfällt, so ist wohl 
kein Zweifel, dass sie dem Falle entspricht, dass beide 
Kugeln gleichmässig elektrisirt worden sind. Der exacte 
Beweis hierfür kann natürlich nur aus den Gleichungen 95 
und 96 geliefert werden, und zwar müsste, wenn die Ku- 
geln aus isolirendem Materiale bestehen, die ganze Elek- 
trisirung derselben, also die Werthe von e und rj im Innern 
und an der Oberfläche der Kugeln gegeben sein. 

Durch das Vorhandensein dieser beiden elektrisirten 
Kugeln erfährt das ganze unendliche Dielektricum eine ge- 
wisse dielektrische Polarisation, um dieselbe zu berech- 
nen, führen wir ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein 
und bezeichnen die Coordinaten der Punkte und O mit 
+ h, 0, und — b, 0, 0, so dass die geradlinige Entfernung 
(7 = c = 2b ist. Die Coordinaten des Au^unktes P be- 
zeichnen wir mit x, y, z; die Componenten der dielelektri- 
schen Polarisation daselbst werden die Werthe haben: 



101) 



k dyf 
4n dx 



/ "~ TZ "ä^ 



9= - 



471 dy 

k d%f) 
471 dx 



h=. ^— ^ = 



4-^3(--^)+i^»(- + ^) 

kAy kA'y 
4 7ir3 471/* 

kAx kA'x 



Die gesammte, durch die dielektrische Polarisation erzeugte 
Energie ist nach Formel 61 (a in Art. 88): 



102) 



'i,Hm^m'HW\ 



Boltzmann, Vorlesungen. 



8 
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Da ausser der dielektrischen Polarisation sonst keinerlei 
elektrische oder magnetische Störungen im Felde vorhanden 
sind, so stellt dies offenbar den Gesan^mtwerth der elektro- 
magnetischen Energie des Feldes dar. 

Führt man &Lr f, g, h die obigen Werthe ein, so stellt 
sich n als Summe dreier Glieder dar, von denen das erste 
iZj den Faktor A^, das zweite U^ den Faktor Ä^, das 
dritte 7/3 den Faktor AA hat. Es ist dann der Gesammt- 
werth: 



wobei: 



103) 



n=n^ + n^ + n^, 









Wir berechnen zuerst: 

kAA' (*, a?» - 6' 4- y* + »\ 



". - '-i^p 



|.S/S 



Behufs Ausführung der Integration wollen wir zur Be- 
stimmung der Lage des Au^unktes P cylindrische Coor- 
dinaten einfuhren, indem wir setzen: 

y ^ Q cos & und ^ = p sin &, 
woraus, wenn die Integration nach & sogleich durchgeführt 
wird, folgt: 

6?T = 2 nQdQdx, 

Da im Ausdrucke ZTg die Grösse unter den Integralzeichen 
für negative und positive Werthe von x denselben Werth 
hat, so kann man die Integration bezüglich x von- Null bis 
00 statt von — 00 bis +00 erstrecken und mit 2 multi- 
pliciren und erhält so: 



00 00 



ZT- = kAÄ \ dx \ odo ^ . 

' J J ^ ^ y(a;«4-0' + 6*)*-46»a?«3 



Wir fuhren hier zunächst statt q die neue Variable 

w = a;2 + p2 ^ 52 

ein und erhalten: 
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n.=^lAÄ'fdxfdu «-'*' 



^3 9 -^-^ , ^^ I ^^ ,—- ^ . , • 3 V. 



Vw« - 46» a?' 

SB« + 6« 

Das unbestimmte Integrale nach u hat den Werth: 
1 u 1 u — 2x» 



yw»-46«a?* 2a;« l/w«-46»a;« 2x^ Yu^-U^x^ 

Das bestimmte zwischen den Grenzen x^ + b^ und oo ge- 
nommene Integrale hat also für x <C b den Werth Null, fiir 
X > b aber den Werth 1 : xK Es ist also: 



rr 1 A Af r dx JcAA' JcAA' 



L3 n,^xx i 2^j 2^ 



Es sollen nun die beiden elektrisirten Kugeln an sich voll- 
kommen unverändert bleiben, nur die Entfernung c ihrer 
Centra soll um Sc abnehmen. Man sieht leicht, dass dann 
77j und ZTg vollkommen unverändert bleiben , nur 11^ 
wächst um 

s. rr kAA'öe 
*^3=— TT-- 

Da §onst keine Energiequelle vorhanden ist, so muss diese 
Energie durch Arbeit gewonnen worden sein, welche die 
auf beide Kugeln von aussen wirkenden ponderomotori- 
schen Kräfte geleistet haben. Um also die Centra beider 
Kugebi in den Punkten O und O festzuhalten, muss auf 
jede Kugel von aussen eine ponderomotorische Kraft K 
wirken, welche die Entfernung c zu verkleinem strebt. Die 
Arbeit dieser Aussenkräfte bei der Abnahme von c um Sc 
ist also K.Scj und da diese Arbeit die einzige Quelle flir 
den oben gefundenen Energiezuwachs ist, so muss sie dem- 
selben gleich sein, woraus folgt: 

hAA' 

104) ^=^. 

Diese Kraft muss von aussen wirkend die beiden Kugeln 
gegeneinander treiben, um sie in Ruhe zu erhalten; die 
Kugeln selbst werden sich daher mit einer gleichen Kraft 
scheinbar abstossen. 

8» 
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EuktridtäU' 107. Nun erst wollen wir zur Berechnung von 77^ und 

tineruitm' /7« Schreiten. Diese Grössen werden unendlich, wenn wir 
exact bis zu dem Punkt und (/ integriren. Es zeigt 
uns dies an, dass die Elnergie des Mediums unendlich werden 
muss, wenn endliche Elektricitätsmengen in mathematischen 
Punkten angehäuft werden sollen. 

Wir müssen daher jetzt die unmittelbare Umgebung 
der beiden Punkte und 0' ins Auge fassen. Sei, wie 
es praktisch am häufigsten vorkommt, sowohl im Punkte 
als auch im Punkte CX eine kleine leitende elektrisirte 
Kugel vorhanden, a und a seien die Kadien der beiden 
Kugeln; dann kann in deren unmittelbarer Umgebung in 
der Gleichung 100 das A' enthaltende Glied vernachlässigt 
werden. Es folgt also für r > a: 

dtp A 

dr "^ ^s ' 

während man für r < a im Innern eines Leiters ist und 
also hat: ^^ 

Wir wollen die Werthe, welche diese beiden DiflFerential- 
quotienten unmittelbar an der Oberfläche der Kugel an- 
nehmen, durch die Indices 1 und Null bezeichnen, so dass 
man also hat: 

In der Formel 96 ist jetzt zu setzen: 

dip ___ /dtff\ 
dfii '^ [drj^ 

dxjf (d^f\ 

^"^ Wo' 

woraus sich ergiebt: 

kÄ 

n = 



Für die gesammte, auf der Kugel befindliche Elektricitäts- 
menge ergiebt sich also der Werth: 
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Ebenso findet man für die auf der anderen Kugel befind- 
liche Elektricitätsmenge den Werth: 

und die Formel 104 geht über in: 
105) K = ^ . 

Nun kann auch 77^ berechnet werden. Da sich das Innere 
der Kugel in normalem Zustande befindet, so liefert die 
Formel 103: 

00 



106) zr, = *Ay4r = *^ = 



2ka 



Man sieht, dass die früher gemachte Annahme in derThat 
berechtigt war, dass 11^ und 11^ nicht Funktionen von 
c sind. 

108. Es wird praktisch selten vorkommen, aber immer- Euktridtäts- 
hin auch möglich sein , dass die beiden Kugeln von der- einer uou- 
selben Substanz wie der umgebende Raum erfüllt sind, und '^*" ^^ **^* * 
dass Kräfte thätig waren, welche das Innere dieser Kugeln 
elektrisirt (z. B. gleichmässig mit Elektricität von der con- 
stanten Dichte t erfüllt) haben. 

Da die Kugeln unendlich klein sind, kann man im 
Innern der einen immer den Einfluss der anderen vernach- 
lässigen. Es wird daher nach Gleichung 95 

47re 

Daher: 

da t/; für r = nicht unendlich werden darf und eine ad- 
ditive Constante keine Bolle spielt. Soll jetzt an der Ober- 
fläche der Kugel keine Elektricität angehäuft sein, * so 
müssen die beiden Grössen: 



J t/^ = j-x H -j^ = ^ ^^ = const. 



m - - '-fr - (S), - - ^ 



den gleichen Werth haben, woraus folgt: 

€ = 3k A : 47ra^ 
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Die gesammte, auf der Engel befindliche Elektricität aber 
hat den Werth: 

welcher mit dem früher gefundenen übereinstimmt. 
*t*^*]F^faSf. 10®' ^^^ Formel 105 zeigt, dass die ponderomotorische 

'?it?" * Kraft dem k verkehrt proportional ist, also in demselben 
Verhältnisse kleiner wird, je grosser k ist, wenn gleiche 
Elektricitätsmengen in verschiedenen Medien aufeinander 
wirken. Wenn man die Versuche, durch welche die sta- 
tische Einheit der ElektricitHt bestimmt wird, in anderen 
Medien als Luft ausfOJiren würde, so würde dieselbe der 
Wurzel aus k direct proportional, also die Zahl, welche 
die gleiche Elektricitatsmenge statisch ausdrückt, dieser 
Wurzel verkehrt proportional herauskommen. Da wir iden- 
tische Formeln für Magnetpole erhalten werden, so gilt 
dasselbe bezüglich der Constante /u für Magnetpole, d. h. 
für Solenoidpole, welche in das neue Medium gebracht 
werden, ohne dass der StoflF, welcher das Innere der Draht- 
ringe erfüllt, gewechselt wird. 

Aus der Formel 79 dagegen folgt, dass die elektro- 
dynamischen und aus Formel 74, dass die Induktions- 
wirkungen gleicher Ströme in verschiedenen Medien dem /u. 
direct proportional, daher die elektrodynamische Strom- 
einheit Y^ verkehrt proportional ist. Dasselbe gilt natür- 
lich auch von Solenoiden, wenn das Medium sowohl in der 
Umgebung als auch im Innern beider gewechselt wird. Die 
Wirkung eines Stromes auf ein Solenoid, in dessen Innern 
das Medium nicht wechselt (Magnet), also auch eines Sole- 
noids, in dessen Innern das Medium wechselt, auf ein an- 
deres Solenoid, in dessen Innern das Medium nicht wechselt, 
bleiben unverändert. Die elektromagnetische Stromeinheit 
aber ist y^ verkehrt proportional, da die Einheit des 
Magnetismus dieser Grösse direct proportional ist; je mehr 
Magnetismus aber, desto weniger Strom braucht man zur 
Erzielung der gleichen Kraft. 
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Vierzehnte Vorlesung. 

Statisches und magnetisches Maass. Elektrosta- 
tische Kräfte allgemein. Magnete. Schluss. 



110. Es wird bei der Klasse von Erscheinungen, welche ^^^J;'^ 
wir jetzt betrachten, am naturgemässesten sein, die Ein- 
heit von E so zu wählen, dass, wenn jede der Kugeln mit 
ihr geladen ist, sie in der Distanz 1 die Abstossung 1 in 
Luft aufeinander ausüben. Dann wird Constante k fiir 
Luft den Werth eins haben und man erhält aus 105: 

107) K=^'^'' 



c^ 



Der Index s wurde beigefügt, weil wir dieses Maasssystem 
das statische nennen. Die Constante des Ampöre'schen 
Gesetzes wird dann keinen einfachen Zahlenwerth annehmen; 
sie ist nach bekannten Methoden bestimmt worden und da 
diese Bestimmungen alle in das Gewand der alten Theorie 
gekleidet sind, so muss ich ihre Eesultate hier auch vom 
Standpunkte der alten Theorie vortragen. 

111. Ich will da eine kleine Gedächtnisshülfe mit- Umrechnung 

heider MaoM^ 

theilen, durch welche man, wenn man gerade kein Lehr- Systeme. 
buch zur Hand hat, sofort die Umrechnung des statischen 
ins magnetische Strommaass im Kopfe ausführen kann. 

Wir denken uns zwei statisch gemessene Elektricitäts- , 
mengen 1 in der Entfernung p = 1. Dieselben stossen sich 
mit der Kraft 1 ab. Nun sollen sie beide mit der Ge- 
schwindigkeit V gleichgerichtet und senkrecht zu q bewegt 
werden. Sie stellen dann gleichgerichtete Stromelemente 
von der Länge 1 dar, deren statisch gemessene Stromin- 
tensität i, = v ist.^) 



*) Wären in einem langen Drahte in Punkten, die den Abstand 1 
hätten, je Elekricitätsmengen 1, die sich mit der Geschwindigkeit v 
bewegten, so würde daselbst die statische Stromstärke v herrschen. 
Wäre die Längeneinheit des Drahtes mit der statischen Elektricitäts- 
menge eins geladen, und würde sich der Draht sammt seiner Ladung 
mit der Greschwindigkeit U in seiner Richtung bewegen, so wäre die 
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Sie Üben jetzt auch eine elektrodynamische Anziehung 
aufeinander aus und diese wird nach dem Grassmann*- 
schen Gesetze gleich der elektrostatischen Abstossung, wenn 
die magnetisch gemessene Stromintensitat gleich 1 ist Be- 
zeichnen wir daher den Werth, welchen v in diesem Falle 
annimmt, mit H, so ist jetzt die magnetisch gemessene 
Stromintensität i« = 1, die statisch gemessene aber i, = H; 
da aber die Zahlen, welche man erhält, wenn man die 
Stromintensität einmal in dem einen, das andere Mal in 
dem anderen Maasse misst, offenbar einander proportional 
sein müssen, so muss fiir jeden Strom 

i, = t^ H sein. 

Da beide Maasssjsteme so gewählt sind, dass die Gon- 
stante des Joule 'sehen Gesetzes gleich 1 wird, so ist, wenn 
e die elektromotorische Kraft bedeutet: 

ß.** = tf«*« oder e, = e,« : H. 

Da endlich auch die Gonstante des Ohm 'sehen Gesetzes 
in beiden Maasssjstemen gleich 1 ist, so hat man, wenn w 
den Widerstand bezeichnet: 

i, ö), : e, = i„ ß)« : c« , also w, = ß>« : II *. 

Nun sahen wir, dass nach dem Ampere'schen Gesetzt 
die Anziehung, welche zwei Stromelemente aufeinander aus- 
üben, den Werth hat: 

iyni'mda ds' f ^ ^ o^ ^'1 i,i',ds da' ( (. q^v\ 
J2(7-3pp J =— ^,— |^2(7-3ppJ. 

Vergleicht man dies mit der Formel 79, so findet man, 
dass die Gonstante ^ für Luft im elektrostatischen Maasse 
gemessen den Werth jtt, = 1 : Jl ^ haben muss. 

Fortpfian- 112. Für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elek- 

•ehwind^gktit trischeu Wellen in einem nichtleitenden Dielektricum fanden 

*wtiienin wir dou Werth: r= 1 : y^ 

Luft, 

Wenden wir das elektrostatische Maasssystem an, so ist 
für Luft: fA. = l :^^, Ä;. = 1 daher F = JI. 

113. Natürlich könnten wir auch das in den früheren Vor- 



elektrostatische Abstossung auf einen parallelen, gleich geladenen und 
gleich bewegten gleich der elektrodTnamischen Anziehung ihrer Con- 
vectionsströme. 
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lesungen angewendete magnetische Maasssystem gebrauchen. 
Man kann ja nach dem Vorgetragenen ohne Weiteres df\ dt, 
was ja eine Stromstärke darstellt^ in magnetischem Strom- 
maasse messen ^ daraus durch Integration nach i die Grössen 
f, g, h und folglich auch e, ^ und E (z. B. die Ladung eines 
Condensators) im magnetischen Maasse ausdrücken (vgl. 
vierte und fllnfte Vorlesung). 

Würde man diesen Weg einschlagen ^ so hätte die Coü- 
stante jm den Werth: 

Man findet dann aus den Betrachtungen des Art. 111, dass die 
Constante h der Formel 105 nicht gleich 1 , sondern gleich: 

ist. Denn die Grössen E und E' dieser Formel verhalten 
sich wie fidt, also wie i. Wir fanden aber: 

i, = iJ6, daher auch E, = -EU II, 
daher liefert die Formel 107: 



K = 



c« 



Dies mit Formel 105 verglichen, liefert den eben an- 
geführten Werth für A«. Für die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der Wellen in Luft ergiebt sich jetzt: 

Also natürlich derselbe Zahlenwerth wie früher. 

Die Formel 106 liefert bei Anwendung des eleKtro- seihatpoten- 

j. x» 1 ■»*■ ^^ einer 

statischen MaaSSeS: eltktrmrten 

n^=:^E^.:2a, ^''^'^^ 

dies ist bekanntlich das Selbstpotential der auf einer Kugel 
aufgehäuften Elektricität, also die gesammte, zu ihrer La- 
dung erforderliche Arbeit, welche hier nothwendig gleich 
der im Medium vorhandenen Energie der dielektrischen 
Polarisation sein muss, da wir Femwirkung ausschliessen 
und im Innern der leitenden Kugel der neutrale Zustand, 
also keine Energie vorhanden ist. 

114. Nun können wir leicht die ponderomotorischen Allgemeine 
Ej'äfte finden, welche beliebige Elektrizitäten auf beliebige der Femwir- 
andere ausüben. Man denke sich zu diesem Zwecke zwei »chJmektH' 
Systeme elektrischer Ladungen gegeben. Das erste System 
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soll dadurch bestimmt sein, dass gewisse Volumelemente 
dr gewisse Elektricitätsmengen B^dzy gewisse Flächenele- 
mente <3?o ebenfiJls Elektricitätsmengen fj^do enthalten; das 
zweite dadurch, dass gewisse andere Volumelemente Elektri- 
citätsmengen B^dTj gewisse Flächenelemente Elektricitäts- 
mengen fj^ do enthalten. Das Gesammtpotentiale tfß in einem 

Aufpunkte ist dann eine Summe, '^i + '^^y ^^l>®^ V^i ^^ 
Potential ist, welches herrschen würde, wenn nur das erste 
System , i^, wenn nur das zweite System elektrischer Massen 
vorhanden wäre. Die Gleichung 102 liefert dann wieder: 

/Z=/7i + /7, + 773, 



wobei: 



". = AP' mh ©)■+ mi 
". - h!" m^ (%■)■+ 1^')! 

3 4nJ [dx dx dy dy dx dx\ ' 

ilj ist lediglich von der Lage der elektrischen Massen des 
ersten, 11^ von der des zweiten Systems abhängig, 11^ da- 
gegen stellt die Energie der Wechselwirkung beider Sy- 
steme dar. 

Bleiben die Massen des ersten Systems gegeneinander 
unverrückt, ebenso die des zweiten und ändern nur die 
beiden Systeme ihre relative Lage, so ändert sich daher 
nur üg und seine Veränderung giebt die dabei geleistete 
Arbeit. 

Die partielle Integration des obigen Ausdruckes für 
üg aber liefert nach bekannten Methoden: 



= fd07J^\lJ^ +fdTB^\p2, 



wobei do ein Element einer beliebigen Trennungsfläche 
zweier Körper, n sowohl auf der einen als auf der anderen 
Seite die von do weg gegen das Innere des an der betref- 
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fenden Seite angrenzenden Körpers hin gezogenen Normale 
vorstellt. 

Da nun yj dem entspricht, was man in der alten Theorie 
das Potential auf die Elektricitätsmenge 1 oder kurz die 
Potentialfonktion genannt hat, so ist der zuletzt gefundene 
Ausdruck das gesammte Potential des einen Systems elek- 
trischer Massen auf das andere. Seine Veränderung drückt 
die geleistete Arbeit aus. Seine Ableitungen nach den ver- 
schiedenen Coordinaten liefern also die Kräfte. 

115. Wir wollen nun wieder einen kurzen Blick auf J^^sp«^«- ^ä- 
Erscheinungen werfen, die wir im Allgemeinen von der Be- Duuiarid- 
trachtung ausgeschlossen haben. Wir denken uns ein recht- 
winkliges Coordinatensystem. Die y^i^Ebene soll eine sehr 
grosse leitende Ebene darstellen. Der Raum, welcher die 
Punkte umfasst, deren Abcissen zwischen Null und l^ liegen, 
soll mit einem Dielektricum erfüllt sein, in welchem k 
den Werth k^ hat; ebenso der Eaum, welcher die Punkte 
umfasst, deren Abscissen zwischen \ + d und \ + d^ l^ 
liegen. Der Eaum dagegen, welcher die Punkte umfasst, 
deren Abscissen zwischen den Grenzen l^ und \ + d liegen, 
soll mit einem Dielektricum, für welches k den Werth k^ 
hat, erfüllt sein; endlich soll die Fläche, für welche x gleich 
^1 + Zg + rf ist, die Begrenzungsfläche eines zweiten Leiters 
sein, welcher sich nach der Seite der wachsenden Abscissen 
hin erstreckt. Bis auf die Punkte in der Nähe des Randes 
der leitenden Platten, welchen wir allenthalben unendlich 
weit entfernt voraussetzen, wird ^ = ä = 0, f aber nur eine 
Funktion von x sein. Es seien alle elektrischen Ströme 
und Oscillationen abgelaufen, so dass die Gleichungen 
des Art. 103 gelten. Der Ausdruck A^ip reducirt sich da- 
her auf 

Beide Dielektrica sollen aus dem normalen Zustande, ohne 
dass im Innern derselben durch Reibung etc. Elektricität 
entwickelt wurde, in ihren jetzigen Zustand übergegangen 
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sein. Dann ist nach dem Gesagten daselbst überall 6 = 0; 
daher nach Gleichung 98 auch 

108) S - »■ 

Wenn wir die Grenzschichten als dünne üebergangsschichten 
auffassen, so gilt das Gleiche auch von jedem Punkte im 
Innern einer Grenzschicht Ueberall ist a = 0; daher muss, 
wenn die Schichtendicke sehr klein wird, auch rj = sein. 
Die letztere Bedingung liefert mit Rücksicht auf die Glei- 
chung 96: 

welche Gleichung auch bei allen anderen Problemen an 
der Trennungsfläche zweier Dielektrica erfällt sein muss, 
wenn daselbst niemals durch Reibung etc. Elektricität ent- 
wickelt wurde. Da dyj : dn an der Grenzschicht einen 
endlichen Sprung macht, muss yj selbst continuirlich sein. 
Sei für X = 0, t// = 0; für X = /j + /g + d aber habe ip einen 
gegebenen Werth W. Den Werth des ^ifj für < x < /^ 
bezeichnen wir mit i//^, dann ist also: 

xp^ = Ax. 

Für /j < 05 < /j + rf muss xp die Form "ifj^ = Bx + C haben. 
Für die Ebene x ^l^ ist: 

dtp _ dtpi __ j dtfj __ dip^ _^ j. 

dfiQ ~ rfa? "~ ' dfii ~ rfa? "* ' 

daher liefert die Gleichung 109: 

Da 1// selbst continuirlich ist, so folgt: 

Wendet man dieselben Bedingungen auf die Ebene x =^ l^ + d 
an, so ergiebt sich für: 

l^+d<x<l^+d + l^ 

für ^ der Werth: 

^, = Ax + Ad^-^; 
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Daher wird: 

wobei 1 = 1^+1^ gesetzt wurde. Da in der Ebene x = 1 + d 
wieder ein Leiter beginnen soll, so ist die auf der Fläche 
g desselben angehäufte Elektricität nach Gleichung 97 zu 
berechnen und hat den Werth: 

Daher ist: 

iiA\ ^ ^^n d\ 

Dieser Quotient heisst die reciproke Capacität des aus 
beiden leitenden Platten zusammengesetzten Condensators, 
wenn die gesammte Fläche jeder Platte gleich fj wäre. Ist 
das erste Dielektricum Luft und misst man im elektrosta- 
tischen Maasse, so wird: 

^0 = 1 
und man findet daher für die reciproke Capacität 

i-'ii'-iY 

Hätte k^ denselben Werth, wie für Luft, so wäre die reci- 
proke Capacität: 



I = ¥(' + ^) 



Der Umstand, dass ein Theil der Zwischenschicht durch 
ein von Luft verschiedenes Dielektricum gebildet wird, hat 
also denselben Effect, als ob die Dicke d der Schicht, 
welche von dem Dielektricum erfüllt wird, im Verhältnisse 
1 : \ vermindert wäre. Ist bei unveränderter Distanz der 
leitenden Platten der Zwischenraum zwischen denselben 
einmal ganz mit Luft, das andere Mal ganz mit jenem von 
Luft verschiedenen Dielektricum erfüllt, so ist die Capacität 
im zweiten Falle A^mal so gross, worauf bekanntlich die 
einfachste Bestimmungsmethode der Dielektrisirungszahl 
oder Dielektricitätsconstante k beruht. 
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^<^: 116. Setzen wir: 

dumgm. a h f 

n\{F) «=-^, ß = r-' ^ = 7-^' 

80 erhalten wir für diese Grössen ganz ähnliche Gleichun- 
gen, wie die soeben disciitirten flir einen vollkommenen 
Isolator bei Abwesenheit äusserer elektromotorischer Kräfte 
geltenden, nur dass an Stelle von f, g, h, P, Q, E, 
k\ An, ip jetzt der Reihe nach treten a, b, o, cc, ß, /, 
4wHA, y. Ausserdem erscheint in den Gleichungen, welche 
wir die Stokes 'sehen nannten, das Zeichen verkehrt, als 
ob das Coordinatensystem in sein Spiegelbild verkehrt wäre 
und in den Dielektrisirungs - und Magnetisirungsgleichungen 
bei den Constanten der Faktor 4;r mit 1:4^ vertauscht. 
Man hat nämlich: 

Magn€ti$mu9. Dies bcweist, dass die Wirkung von Solenoidpolen in Me- 
dien, wo die Constante fi verschiedene Werthe hat, in ganz 
analoger Weise modificirt wird, wie die Wirkung der freien 
Elektricität der Medien mit verschiedenen k. So sahen wir, 
dass die Trennungsfläche zweier Medien, in denen k ver- 
schiedene Werthe hat, unter dem Einflüsse elektrischer 
Kräfte sich so verhält, als ob dort fern wirkende Elektri- 
cität vorhanden wäre; analog wird die Trennungsfläche 
zweier Medien mit verschiedenen Werthen von fi sich so 
verhalten, als ob dort Solenoidpole (Magnetismen) vorhanden 
wären. 

Wir nannten f, g, h die Componenten der dielektrischen 
Polarisation oder des dielektrischen Momentes der Volum- 
einheit, P. Q, R die Componenten der elektrischen Kraft 
(wirkend auf die Elektricitätsmenge 1), ijj das elektrische 



^) Ueber diese Analogie vgl. Kowland, Amer, joum, of math.y 
vol. II, p. 354; vol. III, p. 89, 1879 und 1880. 



1 1 6.] Magnetismus. 127 

Potentiale (ebenfalls auf einen Aufyunkt, in dem sich die 
Elektricitätsmenge 1 befindet), k die Dielektrisirungszahl 
oder Dielektricitätsconstante. Gerade so sollen jetzt a, ß, y 
die Componenten der magnetischen Polarisation oder des 
magnetischen Momentes der Volumeinheit, a, b, c die der 
magnetischen Kraft, (p das magnetische Potential, ii die 
Magnetisirungszahl oder Magnetisirungsconstante heissen. 
An Stelle der statischen Elektricität tritt aber jetzt die 
Wirkung von Solenoidpolen. Permanente Magnete denken 
wir uns immer als Systeme von Molekülen, die solenoid- 
artig von elektrischen Strömen umflossen sind. 

Für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen 
Wellen in Isolatoren können wir jetzt schreiben: 

daher für die Brechungsexponenten: 
112) ^.V^yi^. 

Wir haben nun die Formeln entwickelt und uns so 
weit orientirt, dass wir deren Bedeutung kennen gelernt, 
uns von ihrer Uebereinstimmung mit der Erfahrung im 
Allgemeinen überzeugt und sie zur Anwendung auf sämmt- 
liche Probleme der Elektrostatik und Elektrodynamik, der 
Lehre von den elektrischen und optischen Schwingungen 
zurecht gelegt. Wir haben gewissermaassen die Tafel ge- 
deckt, die Speisen zubereitet und ab und zu verkostet; 
haben aber keine Zeit mehr, uns zu Tische zu setzen. 
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Zweiter Anhang. 



Zusammenstellung der Bezeichnungen dieses Buches mit denen 
Helmholtz*s (Borchardfs Journal 72. p. 57. 1870), Stefanos 
(Wien. Sitzungsber. 70. p. 589. Dec. 1874) und Hertz*s ((stöttmger 
Nachrichten 19. März 1890. Wied. Ann. 40. p. 577. 1890.) (Schlüssel). 



In den wenigen Fällen, wo sich die Bezeichnungen Maxweirs 
mit denen des vorliegenden Buches nicht genau decken, sind die 
ersteren (speciell die in dessen Treatise on Electr. angewandten) in 
eckiger Klammer beigefügt. Da namentlich die Helmholtz'sche 
Theorie vielfach von der Maxwell* sehen abweicht, ist die üeberein- 
stimmung der zugeordneten Bezeichnungen oft keine vollständige. 
Wo dies besonders stark hervortritt, wurde ein Fragezeichen beige- 
fügt. Zwei Fragezeichen bedeuten eine völlige Verschiedenheit beider 
Begriffe, die nur einer gewissen Analogie wegen in Parallele gesetzt 
wurden. 



Anhang. 
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Besonders zu bemerken ist, dass man aus Helmholtz^s Formeln 
die Maxweirschen erhält, wenn man in enteren <^ und b schon fär 
Luft und daher auch für alle anderen Körper gross gegen die Ein- 
heit, k aber gleich Null setzt 
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Massen. 1869. — Über elektrische Oscillationen. 1869. — Über die Ge- 
setze der inkonstanten elektrischen Ströme in körperlich ausgedehnten 
Leitern. 1870. — Über die Theorie der Elektrodynamik. I. Abhandl.: 
Über die Bewegung^leichungen der Elektrizität für ruhende leitende 
Körper. 1870. — Über die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektro- 
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dynanuBchen Wirkungen. 1871. — Ober die Theorie der Elektrodynamik: 
VorlAnfiger Bericht 1872. — Über die Theorie der Elektrodynamik, 
n. Abh^dl. : Kritisches. 1878. — Vergleich des Amp^^schen imd Nen- 
mann^flchen GheBetzea fOr die elektro-dynamischen Krifte. 1873. — Über 
die Theorie der Elektrodynamik. IIL AbhandL: Die elektro-dynamischen 
Krftfle in bew^ten Leitern. 1874. — Kritisches zur Mektoodynamik. 
1874. — Yersache über die im oitteschlossenen Kreise durch Bew^ong 
induzierten elektromotorischen Krftne. 1875. — Bericht betreffend ver- 
suche über die elektromagnetische Wirkung elektrischer Konyection, aus- 
geführt von H|n. Henry A. Bowland. 1876. — Über die auf das Lmere 
magnetisch oder dielektrisch nolarisierter Körper wirkenden Krftfte. 1881. 

— ChÜTanlmva: Ueber gadvanische Polaiuation in gasfreien Flüssig- 
keiten. 1878. — Bericht über Versuche des Hrn. Dr. Boot ans Boston: 
Die Durchdringung des Platins mit elekürolyt Gasen betr. 1878. — Über 
galvanische Ströme, verursacht durch Konzentrationsunterschiede; Folge- 
rungen aus der mechanischen W&rmetheorie. 1877. — Studien über elek- 
trisäe Grenzschichten. 1879. — Über Bewegungsstrome am polarisierten 
Fiatina. 1880. — Eine elektro-dvnamische Wage. 1881. — Über gal- 
vanische Polarisation des Quecksilbers. 1881. 

Zweiter Band. 

VI, 1021 Seit gr. 8* m. Holzschnitten u. 5 litL Tafeln. J$ 20.— 

Inhalt: 

Pkysikaliseke Optik: Über die Theorie der zusammengesetzten 
Farben. 1852. — Über Hrn. D. Brewster^s neue Analyse des Sonnen- 
lichtes. 1852. — Über die Zusammensetzung von' Spektralfurben. 1855. 

— Über die Empfindlichkeit der menschlichen Netzhaut für die brech- 
barsten Strahlen des Sonnenlichtes. 1855. — Über die Messung der 
WellenUnge des ultravioletten Lichtes, von K Esselbach. 1855. — Mathe- 
matisch-phjsikalische Exkurse. 1867. — Über die Grenzen der Leistungs- 
fähigkeit der Mikroskope. 1873. — Die theoretische Grenze für die 
Leistungsfähigkeit der Mikroskope. 1874. — Zur Theorie der anomalen 
Dispersion. 1874. — Physlologisehe Optik: Beschreibung eines 
Augenspiegels zur Untersuchung der Netzhaut im lebenden Auge. 1851. — 
Über eine neue einfachste Form des Augenspiegels. 1852. — Über eine 
bisher unbekannte Veränderung am menschuchen Auge bei veränderter 
Akkomodation. 1853. — Über die Akkomodation des Auges. 1856. — 
Über Farbenblindheit 1859. — Über die Kontrasterscheinungen im Auge. 
1860. — Über die Bewegungen des menschlichen Auges. 1863. — Über 
die normalen Bewegungen des menschlichen Auges. 1863. — Über die 
Form des Horopters, mathematisch bestimmt. 1862. — Über den Horopter. 
1864. — Bemerkung über die Form des Horopters. 1864. — Über den 
Einfluss der Baddrenung der Augen auf die ^Projektion der Retinalbilder 
nach aussen. 1864. — Das Telestereoskop. 1857. — Über stereoskopisches 
Sehen. 1865. — Über die Bedeutung der Konvergenzstellung der Augen 
für die Beurteilung des Abstandes binocular gesehener Objekte. 1878. — 
Physlologisehe Akustik: Über die Mechanik der Gehörknöchelchen. 1867. 

— Die Mechanik der Gehörknöchelchen und des Trommelfelles. 1869. — 
Über die Schallschwingungen in der Schnecke des Ohres. 1869. — 
Erkenntnistheorie: Über die Natur der mensdilichen Sinnesempfindungen. 
1852. — Über die thatsächlichen Grundlagen der Geometrie. 1866. — 
Über die Thatsachen, die der Geometrie zum Grunde liegen. 1868. — 
Über den Ursprung und Sinn der geometrischen Sätze. 1878. — Pky- 
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siologrle: De Fabrica Systematis ner\rosi Evertebratorum. 1842. — Wärme, 
physiologisch. 1845. — Über das Wesen der Fäulnis und Gärung. 1843. 

— Über den Stoffverbrauch bei der Muskelaktion. 1845. — Über die 
Wärmeentwickelung bei der Muskelaktion. 1847. — Messungen über den 
zeitlichen Verlauf der Zuckung animalischer Muskeln und die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der Beizung in den Nerven. 1850. — Messungen 
über Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Heizung in den Nerven. Zweite 
Beihe. 1852. — Über die Methoden, kleinste Zeitteile zu messen, und 
ihre Anwendung für physiologische Zwecke. 1850. — Über die Greschwin- 
digkeit einiger Vorgänge in Muskeln und Nerven. 1855. — Die Resul- 
tate der neueren Forschungen über tierische Elektrizität. 1852. — Ver- 
suche über das Muskelgeräusch. 1864. — Über den Muskelton. 1866. 

— Mitteilungen, betreffend Versuche über die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der Beizung in den motorischen Nerven des Menschen. 1867. — 
Neue Versuche über denselben Gregenstand. 1870. — Über die Zeit, 
welche nö^ ist, damit ein Gesichtseindruck zum BewusstBein kommt. 
1871. — über die Bewegungen des Brustkastens. 1856. — Die Wir- 
kungen der Muskeln des Armes. 1856. — Naehtraur neuester Abhand- 
lungen: Die Thermodynamik chemischer Vorgänge. 1882. — Zur Thermo- 
dynamik chemischer Vorgänge. 1882. — Über absolute Massysteme für 
elektrische und magnetische Grössen. 1882. 



K irchh off, O., Oesammelte Abhandlungen, gr. 8. 

Vm, 641 Seiten mit 1 üth. Tafel, 1 Spektraitafel und 
Porträt in Stahlstich. 1882. JH 15.— 

Wie die Sammlung der v. Helmholtz'schen, so enthält auch vor- 
stehende Ausgabe der Kirchhoff^schen Abhandlungen einen unveränderten 
Wiederabdruck der seit 1845 an verschiedenen Orten veröffentlichten Ar- 
beiten. Dieselben sind nach verwandtem Inhalt geordnet und nachstehend 
verzeichnet: 

Über den Durchgang eines elektrischen Stromes durch eine Ebene, 
insbesondere durch eine l^eisförmiee. 1845. — Nachtrag zu dem vorigen 
Auüsatze. 1846. — Über die AuHösung der Gleichungen, auf welche 
man bei der Untersuchung der linearen Verteilung galvanischer Ströme 

S geführt wird. 1847. — Über die Anwendbarkeit der Formeln für die 
ntensitäten der galvanischen Ströme in einem Systeme linearer Leiter 
auf Systeme, die zum Teil aus nicht linearen Leitern bestehen. 1848. 

— Über eine Ableitung der Ohm'schen Gesetze, welche sich an die 
Theorie der Elektrostatik anschliesst. 1849. — Über die stationären 
elektrischen Strömungen in einer gekrümmten leitenden Fläche. 1875. 

— Über die Messung elektrischer Leitungsföhigkeiten. 1880. — Über 
die Verteilung der Elektrizität auf zwei leitenden Kugeln. 1861. — 
Zur Theorie des Kondensators. 1877. — Bestimmung der Konstanten, 
von welcher die Intensität induzierter elektrischer Ströme abhängt 1849. 

— Ober die Bewegung der Elektrizität in Drähten. 1857. — Über 
die Bewegung der Elektrizität in Leitern. 1857. — Zur Theorie der 
Entladung einer Leydener Flasche. 1864. — Zur Theorie der Bewegung 
der Elektrizität in unterseeischen oder unterirdischen Telegraphendrähten. 
1877. — Über den induzierten Magnetismus eines unbegrenzten Cylin- 
ders von weichem Eisen. 1853. — Zur Theorie des in einem Eisen- 
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körper induzierten MagnetismiiB. 1870. — Ober das Gleichgewicht und 
die Bewegung einer elastischen Scheibe. 1850. — Über die Schwin- 
gungen einer kreisförmigen elastischen Scheibe. 1850. — Über das 
Gleichgewicht und die Bewegung eines unendlich dünnen elastischen 
Stabes. 1858. — Über das Yerhältnis der Querkontraktion zur Längen- 
dilatation bei Stäben von federhartem Stahl. 1859. — Über die Tnms- 
versalschwingungen eines Stabes von veränderlichem Querschnitt 1879. 
— Über die Reflexion und Brechung des Lichts an der Grenze kry- 
stallinischer MitteL 1876. — Über die Bewegung eines Rotationskörpers 
in einer Flüssigkeit. 1869. — Über die Krärfce, welche zwei unendlich 
dünne, starre Ringe in einer Flüssigkeit scheinbar auf einander ausüben 
können. 1869. — Zur Theorie nreier Flüssigkeitsstrahlen. 1869. — 
Über stehende Schwingungen einer schweren Flüssigkeit 1879. — Ver- 
suche über stehende &;hwingungen des Wassers. 1880. — Über einen 
Satz der mechanischen Wärmetheorie und einige Anwendungen desselben. 
1858. — Bemerkung über die Spannung des Wasserdampfes bei Tem- 
peraturen, die dem E&punkte nahe sind. 1858. — Über die Spannung 
des Dampfes von Mischungen aus Wasser und Schwefelsäure. 1858. — 
Über die Leitungs&higkeit des Eisens für die Wärme. 1879. — Über 
den Einfluss der Wärmeleitung in einem G«se auf die Schallbewegung. 
1868. — Über den Winkel der optischen Axen des Aragonits für die 
verschiedenen Fraunhofer'schen Linien. 1859. — tJwT die Fraun- 
hofer'schen Linien. 1859. — Über den Zusammenhang zwischen Emis- 
sion und Absorption von Licht und Wärme. 1859. — Über das Ver- 
hältnis zwischen dem Emissionsvermögen und dem Absorptionsvermögen 
der Körper für Wärme und Licht. 1862. -^ Chemische Analyse durch 
Spektralbeobachtungen. 1860. — Zur Geschichte der Spektral -Analyse 
und der Analyse der Sonnenatmcsphäre. 1862. 



Als Ergänzung hierzu erschien 1891: 

Nachtrag zu O. EirchhoflTs Gesammelten Abhand- 

ItUlgeil. Herausgegeben von Prof. Dr. Ludwig Boltzmann. 
gr. 8. Vn, 137 Seiten mit 1 lith. Tafel. JC 3,60. 

Inhalt: 

Ueber die Leitungsföhigkeit der Metalle für Wärme und Elektrizität 
von Gr. Kirchhoff und G. ILEinsemann. 1881. — Bemerkungen zu dem 
Au&atze des Hm. Voigt ,,zur Theorie des leuchtenden Punkts". 1882. — 
Zur Theorie der Lichtstrahlen. 1882. — ,,Über die elektrischen Strö- 
mungen in einem Kreiscylinder. 1883. — Über die Diffusion von Gasen 
durch eine poröse Wand von G. Hansemann. 1884. — Zur Theorie der 
Diffusion von Gasen durch eine poröse Wand. 1884. — Über die Form- 
änderung, die ein fester elastischer Körper erfährt, wenn er magnetisch 
oder diSektrisch polarisiert wird. 1884. — Über einige Anwendungen 
der Theorie der Formänderung, welche ein Körper erfährt, wenn er 
magnetisch oder dielektrisch polarisiert wird. 1884. — Zur Theorie der 
Gleichgewichts Verteilung der Elektrizität auf zwei leitenden Kugeln. 1885. 
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